
2021第十三届全国大学生数学竞赛初赛补赛试题及参考解答（非数学类） 

一、填空题(本题满分 30 分，每小题 6 分) 

1、设 ( )0 11, ln 1 ( 1)n nx x x n−= = +  ，则 lim n
n

nx
→+

=           . 

解：易知 0nx  ，从而 ( )1 ln 1 0n n n nx x x x+ − = + −  ，即 1n nx x+  ，所以数列 nx 单调

递减，由单调有界准则可知： lim n
n

x
→

存在，记 lim n
n

x A
→

= ，对 ( )1ln 1n nx x −= + 两边取

n→极限可知： ln(1 ) 0A A A= +  = ，故 lim 0n
n

x
→

= .由 Stolz 定理可知：
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2、积分 2

0
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解:
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+ +  ，作代换
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+
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−
，所以 2
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x
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x
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+ . 

3、已知直线
2 4 0

:
3 2 9

x y z
L

x y z

− + =


− − =
和平面 : 4 1x y z − + = ，则直线 L 在平面 上的投影直

线方程为          . 

解：通过直线 L 的平面方程 为：2 4 (3 2 9) 0x y z x y z− + + − − − = ，则该平面的法向

量为： 1 (2 3 , 4 ,1 2 )n   = + − − − ，又因为平面 的法向量为： 2 (4, 1,1)n = − ，由已知条

件可知，平面 与 垂直，所以 1 2 0n n = ，即4(2 3 ) ( 4) (1 2 ) 0  + + + + − = ，解得



13

11
 = − ，代入 方程可得：17 31 37 117 0x y z+ − − = ，故投影直线方程为：

17 31 37 117 0

4 1 0

x y z

x y z

+ − − =


− + − =
. 

4、
2

1

2
arctan

4 4 1n n n

+

=

=
+ +

           . 

解：利用公式：arctan arctan arctan
1

a b
a b

ab

−
= −

+
，可得

2
1

2
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4 4 1

N

n n n= + +


1

(2 2) 2
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N

n
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=
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

1
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N

n
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=

= + − ，所以
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→
=

= + −
+ +


1

arctan 2 arctan
2 2


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5、微分方程

d
( 1) 1 2e

 d

(0) 0

yy
x

x

y

−
+ + =


 =

的解是          . 

解：由 ( 1) 1 2 ydy
x e

dx

−+ + = ，当 1x = − 时，显然 ln 2y = .当 1x  − 时，可得

( )
( 1) 2

y

y
d e

x e
dx

+ + = ，所以 ( 1) 2yx e
 + =  ，两边积分可得： ( 1) 2yx e x c+ = + ，由于

(0) 0y = ，所以 1c = ，从而
2 1

1

y x
e

x

+
=

+
，进而

2 1
ln

1

x
y

x

+
=

+
.综上知

2 1
ln 1

1

ln 2 1

x
x

y x

x

 +
 −

= +
 = −

. 

二、(本题满分 14 分)设
21

1

1 1
( ) 1 | | e d

2 e

tf x x t t−

−

 
= − + + − 

 
 ，证明：在区间 ( 1,1)− 内

( )f x 有且仅有两个实根. 

解：
2 21

1

1 1
( ) 1 ( ) ( )

2

x
t t

x
f x x t e dt t x e dt

e

− −

−

 
= − + + − + − 

 
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x x
t t t t
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x e dt x e dt te dt te dt

e

− − − −

− −

 
= − + + − − + 

 
    ，注意到：



2 2 21 1

1 1

x
t t t

x
e dt e dt e dt− − −

− −
= −   ，

21
t

x
te dt−


2 2 21

1 1 1

x x
t t tte dt te dt te dt− − −

− − −
= − = −   ，所以

2 2 21

1 1 1

1 1
( ) 1 2 2

2

x x
t t tf x x e dt x e dt te dt

e

− − −

− − −

 
= − + + − − 

 
   ，

2 2 20
1

1 1

1 1
1 2 2

2

x
t t xx e dt x e dt e e

e

− − − −

− −

 
= − + + − + − 

 
 

2 2 1

0

3 1
2

2 2

x
t xx e dt e e− − −= + − − ，显

然 ( )f x 为偶函数，因此只需考虑 ( )f x 在区间[0,1]上的零点即可.
11 3

(0) 0
2 2

f e−= −  ，

21 1
1 1

0 0

1 1 1 1
(1) 2 2

2 2 2 2

t xf e dt e e dx e− − − −= − −  − − 
13 5

0
2 2

e−= −  ，所以由零点定理可

知， ( )f x 在 (0,1) 上至少有一个零点，又因为
2 2

0
( ) 2 2 0

x
t xf x e dt xe− − = +  在[0,1]恒成

立，所以 ( )f x 单调递增，故 ( )f x 在 (0,1) 有且只有一个零点，因此， ( )f x 在 ( 1,1)− 有且

只有两个实根. 

三、(本题满分 14 分)设函数 ( , )f x y 在闭区域  2 2( , ) 1D x y x y= + ∣ 上具有二阶连续偏

导数，且
2 2

2 2

2 2

f f
x y

x y

 
+ = +

 
，求

2 2 2

2
0

d d

lim
(tan sin )

x y r

r

f f
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x y

r r+

+ 

→

  
+ 

  

−


. 

解：采用极坐标，令
cos

sin

x r

y r





=


=
，则

2 2 2
d d

x y r

f f
x y x y

x y+ 
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
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 
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   2 2 20
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r
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 
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2 2 2
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r
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

 
+ 

 
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  
2 2 2
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0
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d x y dxdy


 
+ 

= + 

2
2 6

0 0 0 12

r

d d d r
  

     = =   ；另一方面，由 Taylor 公式，
2(tan sin )r r−

3 3 6
3 2( ( ))

3 6 4

r r r
r r o r= + − + + ，从而

2 2 2

2
0

d d

lim
(tan sin ) 3

x y r

r

f f
x y x y

x y

r r


+

+ 

→

  
+ 

   =
−


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四、(本题满分 14 分)若对于
3R 中半空间 3( , , ) 0x y z R x ∣ 内任意有向光滑封闭曲面

S ，都有 ( )( )d d ( ) ( ) d d (sin ( )) 0
S
x f x y z y xf x f x z x xz x f x dxdy  + − − + = ，其中 f 在

(0, )+ 上二阶导数连续且
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
+ −→ →

= = ，求 ( )f x . 



解：记 ( ) ( )( ), ( ) ( ) , sin ( )P xf x Q y xf x f x R xz x f x  = = − = − + ，则有
P Q R

x y z

  
+ +

  

( ) ( ) ( ) ( ) sin ( )f x xf x xf x f x x x xf x   = + + − − − ( ) ( ) ( ) sinxf x xf x xf x x x = − + − ，

由已知条件可知： 0
P Q R

x y z

  
+ + =

  
，即 ( ) ( ) ( ) sinf x f x f x x − + = ，该方程对应的齐

次方程的特征方程为：
2 1 0r r− + = ，解得 1,2

1 3

2 2
r i=  ，所以齐次方程的通解为：

1

2
1 2

3 3
cos sin

2 2

x

y e c x c x
 

= +  
 

.又因为
* cosy x= ，所以

1

2
1 2

3 3
( ) cos sin cos

2 2

x

f x e c x c x x
 

= + +  
 

（ 1 2,c c 为任意常数）.由于
0

lim ( )
x

f x
+→

=

0
lim ( ) 0
x

f x
−→

 = ，故
1 2

1
1,

3
c c= − = ，即

1

2
3 1 3

( ) cos sin cos
2 23

x

f x e x x x
 

= − + +  
 

. 

五、(本题满分 14 分)设
0

[ ]
( ) 1 d

x u
f x u

u

 
= − 

 
 ，其中[ ]x 表示小于等于 x 的最大整数，试

讨论
( )

2

21

e 1
cos d

f x

p
x x

x x

+  
− 

 
 的敛散性，其中 0p  . 

解：当 [ , 1)x N N + 时，
1

0 1

[ ]
1 d( )

x

f
u

x d uu
u

 
− 

 
= + 

1 1

1

1 (1 ) (1 )
N k x

k N
k

k N
du du

u u

− +

=

= + − + −  ln( !) lnx N N x= + − ，从而

( ) )e
!
, [ , 1

N

f x
xe N

x N N
x

=  + ，由 stirling 公式 ! 2 ( ) ( )nn
n n n

e
 → ，且

( )
1

e
! !

( 1)

f

N

N N

N

xe N e N

N N

+

 
+

，从而 x 与 N 充分大时
! 1 1

2 2
( 1)

N

N

e N
N x

N e e
 

+
，

1 !
2 2

N

N

e N
e N e x

N
 

+

 ，从而
( )e f x

与 x 同阶无穷大，从而

( )
2

21

e 1
cos d

f x

p
x x

x x

+  
− 

 
 的敛散性与

2

1 21
2

1
cos

1
d

p

x x
x

x

+

−

 
− 

 
 敛散性相同，做换元



x y= ，显然原积分
2 11

4

1
cos

~
p

y

dy
y

y



+

 
− 

 
 ，由狄利克雷判别法，显然当 0p  时

2 11
4

1
cos

p

y

dy
y

y



+

 
− 

 
 收敛，且

2 1 2 1 2 11 1 1
4 4 4

1 1 1
cos cos cos sin sin

p p p

y y y
y yy

dy dy dy

y y y

  

+ + +

 
− 

  = +   ，当

2 1 3
1

4 2

p
p

+
   容易知道这两项均绝对收敛，对于

3
0

2
p  ，

2 11
4

1
sin sin

p

y

d

y

y
y



+

2 1
1

4
1

sin
~

p

y
dy

y



+
+

 ，显然绝对收敛.但
2 1 2 11 1

4 4

1
cos cos

cos
p p

y
yy

dy

y y

dy
 

+ +
=   发散，故原无穷积

分在
3

0
2

p 条件收敛，
3

2
p  绝对收敛. 

六、(本题满分 14 分)设正数列 na 单调减少且趋于零，
1

( ) n n

n

n

f x a x


=

= ，证明：若级数

1

n

n

a


=

 发散，则积分
21

ln ( )
 d

f x
x

x

+

 也发散. 

解：因为级数
1

n n

n

n

a x


=

 的收敛半径
1 1

lim lim
nn nn

nn

R
aa→ →

= = = ，所以 ( )f x 的定义域是R .

若
1

,
p p

e e
x

a a +

 
 
  

，则当 k p 时 k pa x a x e  (因为 na 单调减少).因此

( )
0 0

( )
p p

k k p

k

k k

f x a x e e
= =

    ，于是
1

ln ( )
p p

e e
f x p x

a a +

 
    

 

，又因为当 0x  时，

( ) (0) 1f x f = ，所以得到对于固定的n，当
n

e
X

a
 时

2 21 1

ln ( ) ln ( )
e

x
a

f x f x
dx dx

x x
= 

1

21 ln ( )

2 2
1

ln ( )
p

np

e
n x f xa

ee

p aa

f x x
dx dx

x x

+

−

=

+ + 
1

1

2 2
1

p

np

e
n xa

ee

p aa

dx dx
p n

x x

+

−

=

 +  
1

1

1

n
p p

p

a a
p

e e

−
+

=

 
= − 

 


1

1 1 n
n

p

p

a n
n a

e X e X=

 
+ − = − 

 
 ，于是当 max ,

n

e
X n

a

 
  

 
时，

21
1

ln ( ) 1
1

nx

p

p

f x
dx a

x e =

 − .

因为级数
1

n

n

a


=

 发散，所以
21

ln ( )
lim

x

X

f x
dx

x→
=  ，即积分

21

ln ( )f x
dx

x

+

 发散. 
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第十三届全国大学生数学竞赛初赛试题 

参考答案及评分标准 

(非数学类, 2021 年) 

 

一、填空题（本题满分 30 分，每小题 6 分） 

1、极限 2 ln( )
lim 1 .
→+

− +
+ + =

x

x

x e x
x x

x
 

【解】 原式 2

2

ln( ) 1 1
lim 1 = lim 1 ln 1 0
→+ →+

− +  
+ + − + + + = 

 

x

xx x

x e x x
x x

x x x e
. 

 

2、设 ( , )z z x y= 是由方程 2sin( 2 3 ) 2 3x y z x y z+ − = + − 所确定的二元隐函

数，则
z z

x y

 
+ =

 
          . 

【解】 将方程两边分别关于 x 和 y 求偏导，得 

2cos( 2 3 ) 1 3 1 3 ,

2cos( 2 3 ) 2 3 2 3 .

z z
x y z

x x

z z
x y z

y y

   
+ − − = − 

  


   + − − = −    

 

按
1

cos( 2 3 )
2

+ − =x y z 和
1

2
 两种情形，都可解得：

1
,

3

2
.

3


=




 =


z

x

z

y

 因此 1
z z

x y

 
+ =

 
. 

 

3、设函数 ( )f x 连续，且 ( )0 0f  ，则
( ) ( )

( )

0

0

0

2 d
lim .

d
→

−
=

−





x

x
x

x t f t t

x f x t t
 

【解】 原式
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0

2 d 2 d 2 d 2 2
lim lim .

d d
→ →

− + −
= =

+

  

 

x x x

x x
x x

x f t t tf t t f t t xf x xf x

x f u u f u u xf x
 

        
( )

( ) ( )

0

0

0

2 d
lim

d
→

=
+





x

x
x

f t t

f u u xf x

( )

( ) ( )0

2
lim 1
x

xf

xf xf x



→
= =

+
，其中 介于0, x 之间. 
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4、 过三条直线
1

0,
:

2

=


− = ，

x
L

y z
2

0,
:

2 0,

=


+ − + =

x
L

x y z
与

3

2,
:

0

 =


− =

x
L

y z
的圆柱面方

程为            .  

【解】  三条直线的对称式方程分别为 

1

1 1
:

0 1 1

− +
= =

x y z
L ， 

2

0 2
:

0 1 1

− −
= =

x y z
L ， 

2

2 1 1
:

0 1 1

− − −
= =

x y z
L ， 

所以三条直线平行. 

在
1L 上取点

1
(0,1, 1)P − ，过该点作与三直线都垂直的平面 0y z+ = ，分别交

2L ，

3L 于点
2 (0, 1,1)P − ，

3( 2,0,0)P . 易知经过这三点的圆的圆心为 (0,0,0)O . 这样，所

求圆柱面的中心轴线方程为
0 1 1

x y z
= = .  

设圆柱面上任意点的坐标为 ( , , )Q x y z ，因为点Q到轴线的距离均为 2 ，所以

有
2 2 2

( , , ) (0,1,1)
2

0 1 1


=

+ +

x y z
，化简即得所求圆柱面的方程为 2 2 2

2 2 4x y z yz+ + − = . 

 

5、记  2 2
( , ) π= + D x y x y ，则 ( )2 2 2 2

sin cos d d .+ + =
D

x y x x y x y  

【解】 根据重积分的对称性，得 

原式 2 2 2 2
sin cos d d sin cos d d= = 

D D

x y x y y x x y  

2 2 2 21
(sin cos sin cos )d d

2
= +

D

x y y x x y  

2π π
2 2 2

0 0

1 1
sin( )d d sin d

2 2
= + =  

D

x y x y d r r r  

π

2

0

π
( cos ) π.

2
= − =r  

 

二、(14 分) 设 1
2021=x ， 2

1
2( 1) 2021 0

+
− + + =

n n n
x x x ( 1)n ，证明数列{ }nx

收敛，并求极限 lim .
→

n
n

x  

【解】 记 1011=a ， 1= +
n n

y x ，函数 ( )
2

= +
x a

f x
x

( 0)x ，则 1 2=y a，且 

                            1
( )

+
=

n n
y f y ( 1)n .            ------------ 5 分 
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易知，当 2x a 时， ( ) 2 x f x a ，所以{ }ny 是单调减少且有下界的数列，

因而收敛. 由此可知{ }nx 收敛                                ------------ 5 分 

令 lim
→

=
n

n
y A，则 0A 且 ( )=A f A ，解得 2=A a . 因此 lim 2022 1.

→
= −n

n
x  

------------4 分 

 

三 、 (14 分 ) 设 ( )f x 在 [0, )+ 上 是 有 界 连 续 函 数 ， 证 明 ： 方 程

14 13 ( ) + + =y y y f x 的每一个解在[0, )+ 上都是有界函数. 

【证】 易得对应的齐次方程 14 13 0 + + =y y y 的通解为 

                        13

1 2
=

− −
+

x x
y C e C e .           ------------ 4 分 

又由 14 13 ( ) + + =y y y f x ，得 ( ) 13( ) ( )  + + + =y y y y f x . 令 1
= +y y y ，则

1 1
13 ( ) + =y y f x ，解得 ( )13 13

1 3
0

( ) d
−

= +
x

x t
y e f t e t C . 

 同理，由 14 13 ( ) + + =y y y f x ，得 ( 13 ) ( 13 ) ( )  + + + =y y y y f x .令 2
13= +y y y ，

则
2 2

( ) + =y y f x ，解得 ( )2 4
0

( ) d
−

= +
x

x t
y e f t e t C . 

取
3 4

0= =C C ，得

13 13

0

0

( ) d

13 ( ) d

−

−

  + =


  + =






，

，

x
x t

x
x t

y y e f t e t

y y e f t e t

由此解得原方程的一个特解为 

* 13 13

0 0

1 1
( ) d ( ) d

12 12

− −
= − 

x x
x t x t

y e f t e t e f t e t . 

因此，原方程的通解为 

        13 13 13

1 2
0 0

1 1
( ) d ( ) d

12 12

− − − −
= + + − 

x x
x x x t x t

y C e C e e f t e t e f t e t .    ------------ 6 分 

因为 ( )f x 在[0, )+ 上有界，所以，存在 0M  ，使得 | ( ) | , 0f x M x   +，注意

到当 [0, )x + 时， 13
0 1, 0 1

− −
   

x x
e e ，所以 

13 13 13

1 2
0 0

1 1
| | | | | | ( ) d ( ) d

12 12

− − − −
 + + + 

x x
x x x t x t

y C e C e e f t e t e f t e t  

13 13

1 2
0 0

| | | | d d
12 12

− −
 + + + 

x x
x t x tM M

C C e e t e e t  

13

1 2
| | | | (1 ) (1 )

12 12 13

− −
 + + − + −



x xM M
C C e e  

1 2 1 2

7
| | | | = | | | |

12 12 13 78
 + + + + +



M M M
C C C C . 

对于方程的每一个确定的解，常数
1 2

C C、 是固定的，所以，原方程的每一个解都

是有界的.                                                  ------------4 分 
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四、(14 分)  对于 4 次齐次函数 

4 4 4 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6
( , , ) 3 3 3f x y z a x a y a z a x y a y z a x z= + + + + + ， 

计算曲面积分 ( , , )d


 f x y z S ，其中 2 2 2
+ + 1 =: x y z . 

【解】 因为 ( , , )f x y z 为 4 次齐次函数，所以对 t R  ，恒有 

4
( , , ) ( , , )=f tx ty tz t f x y z . 

对上式两边关于 t 求导，得 

3

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 ( , , )  + + =xf tx ty tz yf tx ty tz zf tx ty tz t f x y z . 

取 1=t ，得 

             ( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 ( , , )  + + =x y zxf x y z yf x y z zf x y z f x y z .     ------------ 5 分 

设曲面上点 ( , , )x y z 处的外法线方向的方向余弦为 (cos ,cos ,cos )   ，则 

cos ,cos ,cos  = = =x y z ，因此                             ------------ 2 分 

( )1
( , , )d ( , , ) ( , , ) ( , , ) d

4
 

  = + +  x y z
f x y z S xf x y z yf x y z zf x y z S  

1
= cos ( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) dS

4
  



   + +
  x y z

f x y z f x y z f x y z  

1
= ( , , ) d d ( , , ) d d ( , , ) d d

4


  + + x y z
f x y z y z f x y z z x f x y z x y  

2 2 2 1

1
= ( , , ) ( , , ) ( , , ) d d d

4
+ + 

   + +
  xx yy zz

x y z

f x y z f x y z f x y z x y z  (利用高斯公式) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

1 4 6 2 4 5 3 5 6

1

3
= 2 2 2 d d d

2
+ + 

 + + + + + + + + 
x y z

x a a a y a a a z a a a x y z  

(利用轮换对称性) 

( )
2 2 2

6 6 2π π 1
2 2 2 2 2

0 0 0
1 11

= d d d d d sin d     
= =+ + 

+ + =     i i

i ix y z

a x y z x y z a  

6

1

4
=

5
i

i

a


=

 .                                          ------------ 7 分 

 

五、(14 分) 设函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上有连续的二阶导数，证明： 

 
2

2

1

2 1 ( )
lim ( )d ( ) ( ) ( )

2 24→
=

 − −  − 
 − + − = −  

  


n
b

an
k

b a k b a
n f x x f a b a f b f a

n n
. 
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【证】  记
( )−

= +
k

k b a
x a

n
，

(2 1)( )

2


− −
= +

k

k b a
a

n
， 1,2, ,=k n . 将 ( )f x 在

1
[ , ]

−k k
x x 上展开成泰勒公式，得 

2( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2


   


= + − + −k

k k k k

f
f x f f x x ， 

其中
1

[ , ]
−


k k

x x x ，k
介于 0 和 x 之间. 于是                     ------------ 4 分 

( )
11 1

2 1
( )d ( ) ( ) ( ) d

2


−= =

− − 
= − + − = − 

 
  

k

k

n n
b x

n k
a x

k k

b a k
B f x x f a b a f x f x

n n
 

1 1

2 2

1 1

( ) 1
( )( ) ( ) d ( )( ) d

2 2


    

− −= =

 
 = − + − = − 

 
  

k k

k k

n n
x x

k
k k k k k

x x
k k

f
f x x x f x x . 

设 ( )f x 在 1[ , ]−k kx x 上的最大值和最小值分别为 k
M ， km ，因为 

1

3
2

3

( )
( ) d

12


−

−
− =

k

k

x

k
x

b a
x x

n
， 

所以 

           
2 2

2

1 1

( ) ( )

24 24= =

− − − −
  

n n

k n k

k k

b a b a b a b a
m n B M

n n
.     ------------ 6 分 

因为 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，所以 ( )f x 在[ , ]a b 上可积. 根据定积分
1

0
( )d f x x的定

义，及牛顿-莱布尼兹公式，得 

1 1

lim = lim = ( )d ( ) ( )
→ →

= =

− −
  = −  

n n
b

k k
an n

k k

b a b a
m M f x x f b f a

n n
. 

再根据夹逼准则，得 

                         
2

lim
→

=n
n

n B  
2

( )
( ) ( )

24

−
 −

b a
f b f a .          ------------ 4 分  

 

六、(14 分) 设{ }na 与{ }
n

b 均为正实数列，满足： 1 1 1a b= = ，且 1
2

n n n
b a b

−
= − ，

2,3,n = .又设{ }
n

b 为有界数列，证明级数
1 1 2

1

n n
a a a



=

 收敛，并求该级数的和. 

【解】 首先，注意到 1 1 1a b= = ，且
1

2
1 n

n

n n

b
a

b b
−

 
= + 
 

，所以当 2n  时，有 
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1 2

2 3

2 2 2
1 1 1n n

n

a a a b
b b b

    
= + + +    
    

.      ------------ 4 分 

由于{ }
n

b 有界，故存在 0M  ，使得当 1n  时，恒有0
n

b M  . 因此 

1 11 1

1 2 2 3

2 2 2 2
0 1 1 1 1 0

n

n

n n

b

a a a b b b M

− −− − +
      

 = + + +  + →      
      

， n →  

根据夹逼准则，
1 2

lim 0n

n
n

b

a a a→
= .                             ------------ 4 分 

考虑级数
1 1 2

1

n n
a a a



=

 的部分和 nS ，当 2n  时，有 

1

1 21 2 1 1 2

1 1 1

2

n n
k k k

n

k kk k

a b b
S

a a a a a a a

−

= =

−
= = +    

1

2 1 2 1 1 2

1
1

2

n
k k

k k k

b b

a a a a a a

−

= −

 
= + − 

 
  

1 2

3

2 2

n

n

b

a a a
= − ， 

所以
3

lim
2

n
n

S
→

= ，这就证明了级数
1 1 2

1

n n
a a a



=

 收敛，且其和为
3

2
. 

------------ 6 分 
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第十二届全国大学生数学竞赛初赛试题参考答案 

(非数学类, 2020 年 11 月) 

 

一、(本题满分 30 分，每小题 6分) 填空题： 

【1】 极限

2

30

( sin )
lim

1 1

−

→

−
=

− −

x

x

x x e

x
               . 

【解】 利用等价无穷小：当 0→x 时，有
3 31

1 1
2

− − −x x ，所以 

2

3 230 0 0

( sin ) sin 1 cos 1
lim 2lim 2lim

3 31 1

−

→ → →

− − −
= − = − = −

− −

x

x x x

x x e x x x

x xx
. 

【2】 设函数
2

( ) ( 1) −= + n xf x x e ，则 ( ) ( 1)− =nf                . 

【解】 利用莱布尼兹求导法则，得 

2 2
1

( ) ( ) ( )

0

( ) ! [( 1) ] ( )
−

− − −

=

= + +
n

n x k n k x n k

n

k

f x n e C x e ， 

所以 ( ) !
( 1)− =n n

f
e

. 

【3】 设 ( )=y f x 是由方程 2 2 1
arctan ln ln 2

2 4


= + − +

x
x y

y
确定的隐函数，且

满足 (1) 1=f ，则曲线 ( )=y f x 在点 (1,1)处的切线方程为               . 

【解】 对所给方程两端关于 x 求导，得
2

2 2 2

1

−

+
=

+ 
+  
 

y xy

x yyy

x yx

y

，即 ( ) + = −x y y y x，

所以 (1) 0 =f ，曲线 ( )=y f x 在点 (1,1)处的切线方程为 1=y . 

【4】已知
0

sin
d

2

+

=
x

x
x

，则
0 0

sin sin( )
d d

( )

+ + +
=

+ 
x x y

x y
x x y

               . 

【解】 令 = +u x y ，得 

0 0 0

sin sin( ) sin sin
d d d d

+ + + ++
= =

+   x
x x y x u

I x y x u
x x y x u

 

0 0 0

sin sin sin
d d d

+ + 
= − 

 
  

xx u u
x u u

x u u  



 

2 

2

0 0 0

sin sin sin
d d d

+ + 
= − 
 
  

xx x u
x x u

x x u
. 

令
0

sin
( ) d= 

x u
F x u

u
，则

sin
( ) =

x
F x

x
， lim ( )

2



→+
=

x
F x ，所以 

 
22 2 2 2

2

0 0

1 1
( ) ( )d ( )

4 4 2 4 2 2 8

    ++  
= − = − = − = 

 
I F x F x x F x . 

【5】 设 ( )f x ， ( )g x 在 0=x 的某一邻域U 内有定义，对任意 x U ， ( ) ( )f x g x ，

且
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
→ →

= = 
x x

f x g x a ，则
( ) ( )

0

[ ( )] [ ( )]
lim

( ) ( )→

−
=

−

g x g x

x

f x g x

f x g x
               . 

【解】 根据极限的保号性，存在 0=x 的一个去心领域 1U ，使得 1x U 时 ( ) 0f x ，

( ) 0g x . 当 0→x 时，有 1−xe x ， ln(1 )+ x x，利用等价无穷小替换，得 

( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0

( ) ( )
1 1

( ) ( )[ ( )] [ ( )]
lim lim[ ( )] lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )→ → →

   
− −   

−    = =
− − −

g x g x

g x g x
g x a

x x x

f x f x

g x g xf x g x
g x a

f x g x f x g x f x g x
 

( )
( )ln

( )

0 0 0

( )( )
( ) ln 1 1( ) ln

( )1 ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )→ → →

  
+ −  

−   = = =
− − −

f x
g x

g x
a a a

x x x

f xf x
g xg x

g xe g x
a a a

f x g x f x g x f x g x
 

0

( )
( ) 1

( )
lim

( ) ( )→

 
− 

 = =
−

a a

x

f x
g x

g x
a a

f x g x
. 

二、(本题满分 10 分) 设数列{ }na 满足： 1 1=a ，且 1
( 1)( 1)

+ =
+ +

n
n

n

a
a

n a
， 1n .求极

限 lim !
→

n
n

n a . 

【解】  利用归纳法易知 0na ( 1)n .由于 

1 1

1 1 1 1
( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

+ −

   
= + + = + + + = + + + +   

   n n n n

n n n n n n n
a a a a

 

1

1
( 1) ( 1) ( 1)

−

= + + + + +
n

n n n n n
a

，               ……………… 4 分 

如此递推，得
1 01 1

1 1 1 1
( 1)! ( 1)!

! != =+

 
= + + = + 

 
 

n n

k kn

n n
a k a k

，       ……………… 3 分 



 

3 

因此 

                        

1

0

1 1
lim !

1
lim

!

−
→

→
=

= =


n nn

n
k

n a
e

k

.            ……………… 3 分 

三、(本题满分 10 分)设 ( )f x 在[0,1]上连续， ( )f x 在 (0,1)内可导，且 (0) 0=f ， (1) 1=f .  

证明： (1) 存在 0 (0,1)x 使得 0 0( ) 2 3= −f x x ； (2) 存在 , (0,1)  ，且  ，

使得[1 ( )][1 ( )] 4  + + =f f . 

【解】   (1)  令 ( ) ( ) 2 3= − +F x f x x ，则 ( )F x 在 [0,1]上连续，且 (0) 2= −F ，

(1) 2=F . 根据连续函数介值定理，存在 0 (0,1)x 使得 0( ) 0=F x ，即 0 0( ) 2 3= −f x x . 

                                                          ……………… 5 分 

(2)在区间 0[0, ]x ， 0[ ,1]x 上利用拉格朗日中值定理，存在 , (0,1)  ，且  ，使得 

0

0

( ) (0)
( )

0


−
=

−

f x f
f

x
， 且  

0

0

( ) (1)
( )

1


−
=

−

f x f
f

x
. 

所以 

[1 ( )][1 ( )] 4  + + =f f .                   …………… 5 分

 

四、(本题满分 12 分) 已知 ( ) 2 ( )
y x

z xf y
x y

= + ，其中 f ， 均为二次可微函数. 

       (1) 求
z

x




，

2z

x y



 
； 

(2) 当 =f ，且
2

2

x a

z
by

x y
=


= −

 
时，求 ( )f y . 

【解】 (1)   ( ) ( ) 2 ( )
z y y y x

f f
x x x x y




 = − +


，  
2

2 2

2
( ) ( )

z y y x x
f

x y x x y y



 = − −

 
. 

………………… 3 分 

(2)  
2

2

2 2

2
( ) ( )

x a

z y y a a
f by

x y a a y y


=


 = − − = −

 
.

    

 

因为 =f ，所以       
2

2 2

2
( ) ( ) + =

y y a a
f f by

a a y y
. 

令 y au= ，则
2 2

2

2 1
( ) ( )

u
f u f a bu

a au u
 + = ，即

3 3 41
( ) 2 ( )u f u f a bu

u
 + = . 

上式中以
1

u
换u 得       

3 31 1
2 ( ) 4 ( ) 2f u f u a b

u u
 + = .              ……………… 5 分 
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联立二式，解得 
3 3 4 2

3 ( ) ( )u f u a b u
u

− = − ，所以
3

4

2
( ) ( )

3

a b
f u u

u
 = − ，从而有 

3 3

1 22

1
( ) ( )

3 3 6

a b u
f u C u C

u
= − + + .

 
 

故  
3 3

1 22

1
( ) ( )

3 3 6
= − + +

a b y
f y C y C

y
.

  

                          ……………… 4 分 

五、(本题满分 12分) 计算 3 d 5 d


= − −I y x x z z ，曲线
2 2 2

2 2

8
:

2     

 + + =
 

+ =

x y z

x y z
，从 z 轴

正向往坐标原点看去取逆时针方向.  

【解】  曲线也可表示为
2 2

2          

4

=


+ =

z

x y

，

，
所以的参数方程为

2cos ,

2sin ,

2,       





=


=
 =

x

y

z

参数的范

围：0 2π  .                                                ……………… 4 分 

注意到在曲线上d 0=z ，所以                    

2 2

0 0

3 1
2 3 sin 2cos 2sin d 8 sin cos sin d

2 2

 

       = − − = − − I  

2 2
3

0
3

8 cos sin d 8 cos sin d
3 3


 



 
  

+   
= − + = − −   

   
  t t t . (代换：

3


= +t ) 

根据周期函数的积分性质，得                                 ……………… 4 分 

( )
0

8 cos sin d 4 cos sin 3 cos d 8 3 cos cos d
3

  

 


− −

 
= − − = − − = 

 
  I t t t t t t t t t t . 

令
2


= −u t ，则       2

2

8 3 sin sin d 0



−

= − =I u u u .              ……………… 4 分 

六、(本题满分 12分) 证明
0

1

2 [ 1]
( ) cos

n m

m

n x
f n dx

m



=

+
= 等于n 的所有因子(包括 1 和n 本

身)之和，其中[ 1]x+ 表示不超过 1+x 的最大整数，并计算 (2021)f . 

【解】 
0 1 1

1 1 1

2π [ 1] 2π [ 1] 2π 2π
cos d cos d cos cos

− −
= = =

+ +
= = =    

m m mm k k

k k
k k k

n x n x nk n
x x dx k

m m m m
. 

……………… 4 分 

如果m 是 n 的因子，那么
0

2 [ 1]
cos d

 +
=

m n x
x m

m
；否则，根据三角恒等式 

      

1

sin
1 2cos cos

2 sin
2

m

k

mt
m

kt t
t

=

+
=  ， 
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有
0

2π
sin( )

2π [ 1] 1 2 2cos d cos ) =0
2π2

sin
2




+ +
=  

m

m n
n x m n mx

nm m

m

（ ，因此得证.  …………… 5 分 

由此可得   (2021) 1 43 47 2021 2112= + + + =f .               ……………… 3分 

七、 (本题满分 14分) 设
1

40

d

(1 )
=

+n n

t
u

t
 ( 1)n .  

(1)  证明数列{ }nu 收敛，并求极限 lim
→

n
n

u ； 

(2)  证明级数
1

( 1)


=

− n

n

n

u 条件收敛； 

(3)  证明当 1p 时级数
1



=

 n

p
n

u

n
收敛，并求级数

1



=

 n

n

u

n
的和. 

【解】 (1) 对任意 0  ，取0
2


 a ，将积分区间分成两段，得 

1 1

4 4 40 0

d d d

(1 ) (1 ) (1 )
= = +

+ + +  
a

n n n na

t t t
u

t t t
. 

因为 

1

4 4 4

d 1 1
0  ( )

(1 ) (1 ) (1 )

−
  → →

+ + + n n na

t a
n

t a a
 

所以存在正整数 N ，当 n N 时，
1

4

d

(1 ) 2




+ na

t

t
，从而 

1

4

d
0

(1 ) 2 2

 
  +  + =

+n na

t
u a

t
, 

所以 lim 0
→

=n
n

u .                                              ……………… 4 分 

 (2) 显然 
1 1

1 4 1 40 0

d d
0

(1 ) (1 )
+ +

 =  =
+ + n nn n

t t
u u

t t
，即 nu 单调递减，又 lim 0

→
=n

n
u ，

故由莱布尼兹判别法知，
1

( 1)


=

− n

n

n

u 收敛.                        ……………… 3 分 

另一方面，当 2n 时，有 

1 1
1

40 0

d d 1
(1 2 )

(1 ) (1 ) 1

−=  = −
+ + − 

n

n n n

t t
u

t t n
， 
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由于
2

1

1



= −

n n

发散，
1

2

1 1

1 2



−
= −
 n
n n

收敛，所以
1

2

1 1
1

1 2



−
=

 
− 

−  
 n
n n

发散，从而
1



=

 n

n

u 发散. 因

此
1

( 1)


=

− n

n

n

u 条件收敛.                                          ……………… 3 分 

(3)  先求级数
1



=

 n

n

u

n
的和.  因为 

1 4 4
1 1 1

4 4 4 1 4 10 0 0
0

d 4 1
d 4 d

(1 ) (1 ) (1 ) 2 (1 )+ +
= = + = +

+ + + +  n n n n n n

t t t t
u n t n t

t t t t
 

4
1

14 10

1 1 1 1
4 d 4 ( )

2 (1 ) 2
++

+ −
= + = + −

+ n nn n n

t
n t n u u

t
，

 

所以 

1 1

1 1 1 1

1 1
4 ( ) 4

2 2

   

+

= = = =

= + − = +   n
n nn n

n n n n

u
u u u

n n n
. 

利用展开式
1

1

ln(1 ) ( 1)


−

=

+ = −
n

n

n

x
x

n
，取

1

2
= −x ，得

1

1
ln 2

2



=

= n
n n

. 而 

1

1 40

d 2
[π 2ln(1 2)]

1 8
= = + +

+
t

u
t

 

因此 

 1

2
ln 2 [ 2ln(1 2)]

2




=

= + + + n

n

u

n
. 

 最后，当 1p 时，因为 n n

p

u u

n n
，且

1



=

 n

n

u

n
收敛，所以

1



=

 n

p
n

u

n
收敛. 

         ……………… 4 分 
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第十一届全国大学生数学竞赛(非数学类)试题 

参考解答及评分标准 

 

一、填空题（每小题 6 分） 

1. 
sin 3

30

ln(e 1 cos ) sin 1
lim

4arctan(4 1 cos )

x

x

x x

x

  



. 

解：
sin sin3 3

3 3 30 0 0

ln(e 1 cos ) sin (e 1) 1 cos sin
lim lim lim

arctan(4 1 cos ) 4 1 cos 4 1 cos

x x

x x x

x x x x

x x x  

     
 

  
 

sin

1/3 1/3
0 02 2

(e 1) 1 sin 1
lim lim

4 4
4 4

2 2

x

x x

x

x x
 


   

   
   
   

. 

2. 设隐函数 ( )y y x 由方程 2 2( )y x y x  所确定，则
2

3
2ln | |

dx y y
C

y x x
   . 

解：令 y tx ，则
2

1

(1 )
x

t t



，

1

(1 )
y

t t



，

3 2

2 3

(1 )

t
dx dt

t t

 



， 

这样，
2

2 3 3
3 2ln | | 2 ln | |

dx t y y
dt t t C C

y t x x

 
        . 

3. 定积分 2 2

0

(1 sin )

1 cos

xe x
dx e

x

 



 . 

解： 2 2 2

0 0 0

(1 sin ) sin

1 cos 1 cos 1 cos

x x
xe x e x

dx dx de
x x x

  


 
      

22
2 2

20 0
0

sin cos (1 cos )+sin

1 cos 1 cos (1 cos )

x x
xe xe x x x

dx e dx
x x x


 


  

     

2
2 2 2

0 0
0

sin

1 cos 1 cos 1 cos

x x xe xe e
dx dx e

x x x


  

   
    . 

4. 已知
2 2

( , )
3 2 3

ydx xdy
du x y

x xy y




 
，则

1 3 1
( , ) arctan ( ) C

32 2 2 2

x
u x y

y
   . 

解：
2 2

( , )
3 2 3

ydx xdy
du x y

x xy y




  2

1 3 1
arctan ( )

2 32 2 2 23( ) 3

x
d

xy
d

x x y

y y

  

 

（ ）

. 

所以，
1 3 1

( , ) arctan ( ) C
32 2 2 2

x
u x y

y
   . 
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5. 设 , , , 0a b c   ，曲面 xyz  与曲面
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   相切，则

3 3

abc
  . 

解：根据题意有：
2

2x
yz

a
 ,

2

2y
xz

b
 ，

2

2z
xy

c
 ，以及 

2

2
2

x

a
  ，

2

2
2

y

b
  ，

2

2
2

z

c
  ，从而得：

3

2 2 2

8

a b c


  ，3 2  ， 

联立解得：
3 3

abc
  . 

二、（14分）计算三重积分
2 2

d d d



xyz

x y z
x y

，其中是由曲面 2 2 2 2( ) 2  x y z xy围成

的区域在第一卦限部分. 

解：采用“球面坐标”计算，并利用对称性，得 
π π 3 2

2 sin sin cos
24 2

2 20 0 0

sin cos sin cos
2 d d sin d

sin
I

       
    

 
   

   -------5 分 

π π
2 sin sin cos

34 2

0 0 0
2 sin cos d sin cos d d

  

            

π π

3 3 54 2

0 0
2 sin cos d sin cos d                                -------10 分

 
π π

3 54 2

0 0

1
sin 2 d sin d(sin )

4
     

 
π

32

0

1 1 2 1
sin d

48 48 3 72
t t    .                              -------14 分 

三、（14分）设 ( )f x 在[0, ) 上可微， (0) 0f  ，且存在常数 0A  ，使得 | ( ) | | ( ) |f x A f x 

在[0, ) 上成立，试证明：在 (0, ) 上有 ( ) 0f x  . 

证明：设
0

1
[0, ]

2
x

A
 ，使得

0

1
| ( ) | max | ( ) | [0, ]

2
f x f x x

A

 
  

 
，        -------5 分 

0 0 0 0

1 1
| ( ) | | (0)+ ( ) | | ( ) | | ( ) |

2 2
f x f f x A f x f x

A
   ，只有

0| ( ) | 0f x  .  

故当 
1

[0, ]
2

x
A

 时， ( ) 0f x  .                                      -------12 分 

递推可得，对所有的
1

[ , ]
2 2

k k
x

A A


 ， 1,2,k  ，均有 ( ) 0f x  .         -------14 分 

四、（14分）计算积分
2

sin (cos sin )

0 0
sinI d e d

 
        

解：设球面 𝛴: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 由球面参数方程 
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sin cosx   ， sin siny   ， cosz   

知 sindS d d   ，所以，所求积分可化为第一型曲面积分 

 𝐼 = ∬ 𝑒𝑥−𝑦𝑑𝑆
Σ

                            -------4 分 

设平面𝑃𝑡 :  
𝑥−𝑦

√2
= 𝑡, −1 ≤ 𝑡 ≤ 1，其中𝑡为平面𝑃𝑡被球面截下部分中心到原点距离.

用平面𝑃𝑡分割球面𝛴，球面在平面𝑃𝑡, 𝑃𝑡+𝑑𝑡之间的部分形如圆台外表面状，记为Σt,dt.被积

函数在其上为 𝑒𝑥−𝑦 = 𝑒√2𝑡 .                                         -------8 分 

由于Σt,dt半径为𝑟𝑡 = √1 − t2，半径的增长率为 𝑑√1 − 𝑡2 =
−𝑡𝑑𝑡

√1−𝑡2
 就是 Σt,dt 上下

底半径之差. 记圆台外表面斜高为ℎ𝑡，则由微元法知 𝑑𝑡2 + (𝑑√1 − 𝑡2)
2

= ℎ𝑡
2, 得到 

ℎ𝑡 =
𝑑𝑡

√1−𝑡2
 ，所以 Σt,dt 的面积为 𝑑𝑆 = 2𝜋𝑟𝑡ℎ𝑡 = 2𝜋𝑑𝑡,                -------12 分 

𝐼 = ∫ 𝑒√2𝑡1

−1
2πdt =

2π

√2
𝑒√2𝑡|−1

1 = √2𝜋(𝑒√2 − 𝑒−√2).        -------14 分 

五、（14分）设 ( )f x 是仅有正实根的多项式函数，满足 
0

( )

( )

n

n

n

f x
c x

f x






  . 试证： 0nc  ，

( 0n  ），极限
1

lim
n n

nc
存在，且等于 ( )f x 的最小根.  

证明：由𝑓(𝑥)为仅有正实根的多项式，不妨设 ( )f x 的全部根为 

0 < 𝑎1 < 𝑎2 < ⋯ < 𝑎𝑘，这样， 

 𝑓(𝑥) = 𝐴(𝑥 − 𝑎1)𝑟1 ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑘)𝑟𝑘， 

其中 𝑟𝑖 为对应根𝑎𝑖的重数 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘, 𝑟𝑘 ≥ 1).                       -------2 分 

𝑓′(𝑥) = 𝐴𝑟1(𝑥 − 𝑎1)𝑟1−1 ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑘)𝑟𝑘 + ⋯ + 𝐴𝑟𝑘(𝑥 − 𝑎1)𝑟1 ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑘)𝑟𝑘−1， 

所以，𝑓′(𝑥)=𝑓(𝑥) (
𝑟1

𝑥−𝑎1
+ ⋯ +

𝑟𝑘

𝑥−𝑎𝑘
)，从而， −

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝑟1

𝑎1
∙

1

1−
𝑥

𝑎1

+ ⋯ +
𝑟𝑘

𝑎𝑘
∙

1

1−
𝑥

𝑎𝑘

. 

   -------6 分 

若|𝑥| < 𝑎1, 则 

    −
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝑟1

𝑎1
∙ ∑ (

𝑥

𝑎1
)

𝑛
∞
𝑛=0 + ⋯ +

𝑟𝑘

𝑎𝑘
∙ ∑ (

𝑥

𝑎𝑘
)

𝑛
∞
𝑛=0 =∑ (

𝑟1

𝑎1
𝑛+1 + ⋯ +

𝑟𝑘

𝑎𝑘
𝑛+1)∞

𝑛=0 𝑥𝑛. 

而 −
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0 ，由幂级数的唯一性知 

𝑐𝑛 =
𝑟1

𝑎1
𝑛+1 + ⋯ +

𝑟𝑘

𝑎𝑘
𝑛+1 > 0，                               ------9 分 

  
𝑐𝑛

𝑐𝑛+1
=

𝑟1
𝑎1

𝑛+1+⋯+
𝑟𝑘

𝑎𝑘
𝑛+1

𝑟1
𝑎1

𝑛+2+⋯+
𝑟𝑘

𝑎𝑘
𝑛+2

= 𝑎1 ∙
𝑟1+⋯+(

𝑎1
𝑎𝑘

)
𝑛+1

𝑟𝑘

𝑟1+⋯+(
𝑎1
𝑎𝑘

)
𝑛+2

𝑟𝑘

. 

     lim
𝑛→∞

𝑐𝑛

𝑐𝑛+1
= 𝑎1 ∙

𝑟1+0+⋯+0

𝑟1+0+⋯+0
= 𝑎1 > 0，   lim

𝑛→∞

𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
=

1

𝑎1
，          -----12 分 



 

4 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∙ (𝑙𝑛

𝑐2

𝑐1
+ ⋯ + 𝑙𝑛

𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
) = 𝑙𝑛

1

𝑎1
, 

√𝑐𝑛
𝑛 =𝑒

𝑙𝑛𝑐𝑛
𝑛 = 𝑒

𝑙𝑛𝑐1
𝑛

+
1

𝑛
(𝑙𝑛

𝑐2
𝑐1

+⋯+𝑙𝑛
𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
)

→ 𝑒
𝑙𝑛

1

𝑎1 =
1

𝑎1
. 

从而， lim
𝑛→∞

1

√𝑐𝑛
𝑛 = 𝑎1,即𝑓(𝑥)的最小正根.                              -----14 分 

六、（14分）设函数 ( )f x 在[0,  ) 上具有连续导数，满足 

22 2 23[3 ( )] ( ) 2[1 ( )]    xf x f x f x e ， 

且 (0) 1f .证明：存在常数 0M ，使得 [0, ) x 时，恒有 ( ) f x M . 

证明：由于 ( ) 0 f x ，所以 ( )f x 是[0,  ) 上的严格增函数，故
+

lim ( )
 


x

f x L (有限

或为 ). 下面证明  L .                                        -----2 分 

记 ( )y f x ，将所给等式分离变量并积分得 
2

2

2 2

3 2
d d

(1 ) 3




 
xy

y e x
y

，即 

2

2 0

2
2arctan d

1 3

  
 

x
ty

y e t C
y

，             ------6 分 

其中 2

(0)
2arctan (0)

1 (0)
 



f
C f

f
.                                    ------8 分 

若  L ，则对上式取极限 x ，并利用
2

0

π
d

2


 

te t ，得
π

π
3

 C .-----10 分 

另一方面，令
2

( ) 2arctan
1

 


u
g u u

u
，则

2

2 2

3
( ) >0

(1 )


 



u
g u

u
，所以函数 ( )g u 在

( ,  )  上严格单调增加. 因此，当 (0) 1f 时，
1 π

( (0)) (1)
2


  C g f g ， 但 

2π π 1 π

2 2

 
 C ，矛盾， 这就证明了

+
lim ( )
 


x

f x L为有限数. 

最后，取 max{ (0) , }M f L ，则 | ( )| f x M ， [0, )  x .          -----14 分 



第十届全国大学生数学竞赛（非数学类）预赛试题及答案 

一、填空题（本题满分 24 分, 共 4 小题, 每小题 6 分) 

（1）设 (0,1),  则  lim ( 1)
n

n n 


  =＿0＿＿＿＿＿＿. 

解 由于 
1 1

1 1 ,
n n


   
     

   
则 






















































1

1
1

1
11

1
1)1(

nn
n

n
nnn ， 

于是 







1

1
)1(0

n
nn ，应用两边夹法则，  lim ( 1) 0

n
n n 


   . 

（2）若曲线 ( )y y x 由
+cos

+sin 1y

x t t

e ty t




 

确定，则此曲线在 0t  对应点处的切线方程为 

0 ( 1)y x     

解：当 0t  时， 1, 0x y  ，对 cosx t t  两边关于 t 求导： 1 sin
dx

t
dt

  ，
0

1
t

dx

dt 

 ， 

对 +sin 1ye ty t  两边关于 t求导： cos 0y dy dy
e y t t

dt dt
    ，

0

1
t

dy

dt 

  ， 则
0

1
t

dy

dx 

  .

所以，切线方程为 0 ( 1)y x    . 

（3）
2

2 3/2

ln( 1 )

(1 )

x x
dx

x

 

 = 2 2

2

1
ln( 1 ) ln(1 ) C

21

x
x x x

x
    


 

解 1：
2 tan

2 3/2

ln( 1 ) ln(tan sec )
ln(tan sec ) sin

(1 ) sec

x tx x t t
dx dt t t d t

x t

  
  

    

ln(tan sec ) sin sin ln(tan sec ) sint ln(tan sec )t t d t t t t d t t        

21
sin ln(tan sec ) sint (sec tan sec )

tan sec
t t t t t t dt

t t
   

  

sin
sin ln(tan sec )

cos

t
t t t dt

t
     

2 2

2

1
sin ln(tan sec ) ln | cos | C= ln( 1 ) ln(1 ) C

21

x
t t t t x x x

x
        


. 

解 2：
2

2

2 3/2 2

ln( 1 )
ln( 1 )

(1 ) 1

x x x
dx x x d

x x

 
  

 
   

2

2 2 2 2

1
ln( 1 ) 1

1 1 1 1

x x x
x x dx

x x x x x

 
     

     
  



2

22
ln( 1 )

11

x x
x x dx

xx
   


  

2 2

2

1
= ln( 1 ) ln(1 ) C

21

x
x x x

x
    


 

（4）
3

20

1 cos cos 2 cos3
lim
x

x x x

x


=＿＿＿3＿＿＿＿. 

解答：
3 3

2 2 20 0

1 cos cos 2 cos3 ) 1 cos cos (1 cos 2 cos3 )
lim lim
x x

x x x x x x x

x x x 

   
  

 

 

3

20

1 1 cos 2 cos3
lim

2 x

x x

x


 

3

2 20

1 1 cos 2 cos 2 (1 cos3 )
lim

2 x

x x x

x x

  
   

 

 

3

2 20

1 (cos 2 1) 1 1 (cos3 1) 11
lim

2 x

x x

x x

      
   

  

 

2 20 0

1 1 cos 2 1 cos3 1 3
lim lim 1 3

2 2 3 2 2x x

x x

x x 

 
       . 

二 (本题满分 8分) 设函数 ( )f t 在 0t  时一阶连续可导，且 (1) 0f  ，求函数 2 2( )f x y ，

使得曲线积分
2 2 2 2(2 ( )) ( )

L
y f x y dx xf x y dy      与路径无关，其中 L 为任一不与直

线 y x  相交的分段光滑闭曲线. 

解：设 2 2( , ) (2 ( ))P x y y f x y   ， 2 2( , ) ( )Q x y xf x y  ，由题设可知，积分与路

径无关，于是有
( , )Q x y P

x y

 


 
，由此可知 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 1x y f x y f x y      

                                                -----------5 分 

记 2 2t x y  ，则得微分方程 ( ) ( ) 1tf t f t   ，即 ( ( )) 1tf t   ， ( ))tf t t C   

又 (1)) 0f  ，可得 1,C  
1

( )) 1f t
t

  ，从而 2 2

2 2

1
( ) 1f x y

x y
  


. 

------------8 分 

三 (本题满分 14 分) 设 ( )f x 在区间[ 0,1 ]上连续，且1 ( ) 3f x  .证明： 

1 1

0 0

1 4
1 ( )

( ) 3
f x dx dx

f x
   . 

证明. 由柯西不等式 



1 1

0 0

1
( )

( )
f x dx dx

f x  

2

1

0

1
( ) 1

( )
f x dx

f x

 
  

 
 .    --------4 分 

又由于    ( ) 1 ( ) 3 0f x f x   ，则    ( ) 1 ( ) 3 / ( ) 0f x f x f x   ， 

即  
3

( ) 4
( )

f x
f x

  ，  
1

0

3
( ) 4

( )
f x dx

f x

 
  

 
 .        ----------10 分 

由于 

2
1 1 1 1

0 0 0 0

3 1 3
( ) ( )

( ) 4 ( )
f x dx dx f x dx

f x f x

 
  

 
     

故         
1 1

0 0

1 4
1 ( )

( ) 3
f x dx dx

f x
   .              -----------14 分 

四 (本题满分 12 分)计算三重积分 2 2( )
V

x y dV
（ ）

，其中 V（ ）是由 2 2 2( 2) 4x y z    ，

2 2 2( 1) 9x y z    ， 0z  所围成的空心立体. 

解：（1）
1

sin cos , sin sin , 1 cos
( ) :

0 3,0 ,0 2

x r y r z r
V

r

    

   

   


     
 

1

2 3
2 2 2 2 2 5

0 0 0
( )

8
( ) sin sin 3

15
V

x y dV d d r r dr
 

                 ----------4 分 

（2）
2

sin cos , sin sin , 2 cos
( ) :

0 2,0 ,0 2

x r y r z r
V

r

    

   

   


     
 

2

2 2
2 2 2 2 2 5

0 0 0
( )

8
( ) sin sin 2

15
V

x y dV d d r r dr
 

                ----------8 分 

（3）
2

3

cos , sin ,1 9 0
( ) :

0 2 2,0 2

x r y r r z
V

r

 

 

      


   

 

2

3

0 2 2 2
2 2 2 3 2 5

1 9 0 0
( ) 2 2

2 2
( ) ( 9 1) (124 3 )

5 5r
V r

x y dV rdrd r dz d r r dr


  
 



              

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

256
( ) ( ) ( ) ( )

3
V V V V

x y dV x y dV x y dV x y dV            ------12 分 

五 (本题满分 14 分) 设 ( , )f x y 在区域D内可微，且

22
f f

M
x y

   
   

    
，

1 1( , )A x y ，

2 2( , )B x y 是 D内两点，线段 AB 包含在D 内。证明：
1 1 2 2| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y M AB  ，其



中 | |AB 表示线段 AB 的长度. 

证明：作辅助函数
1 2 1 1 2 1( ) ( ( ), ( ))t f x t x x y t y y      ，----------2 分 

显然 ( )t 在[0,1]上可导.根据拉格朗日中值定理，存在 (0,1)c ，使得 

2 1 2 1

( , ) ( , )
(1) (0) ( ) ( ) ( )

f u v f u v
c x x y y

u v
  

 
     

 
    ------8 分 

2 2 1 1 2 1 2 1

( , ) ( , )
| (1) (0) | | ( , ) ( , ) | | ( ) ( ) |

f u v f u v
f x y f x y x x y y

u v
 

 
      

 
 

1/2
2 2

2 2 1/2

2 1 2 1

( , ) ( , )
[( ) ( ) ] | |

f u v f u v
x x y y M AB

u v

     
         

      

   ------14 分 

六(本题满分 14 分) 证明：对于连续函数 ( ) 0f x  ，有
1 1

0 0
ln ( ) ln ( )f x dx f x dx  . 

证：由于 ( )f x 在[0,1]上连续，所以
1

0
1

1
( ) lim ( )

n

k
n

k

f x dx f x
n



  ，其中
1

,k

k k
x

n n

 
  
 

. 

                                                             -----------4 分 

由不等式  
1

1 2

1

1
( ) ( ) ( ) ( )

n

n
n k

k

f x f x f x f x
n 

  ， 根据 ln x的单调性 

1 1

1 1
ln ( ) ln ( )

n n

k k

k k

f x f x
n n 

 
  

 
  ，                -------------12 分 

根据 ln x的连续性，两边取极限 

1 1

1 1
lim ln ( ) lim ln ( )

n n

k k
n n

k k

f x f x
n n 

 

   
   

   
  得

1 1

0 0
ln ( ) ln ( )f x dx f x dx  .    ---------14 分 

七 (本题满分 14 分) 已知{ }ka ，{ }kb 是正项数列，且
1 0,k kb b     1,2,k  ， 为

一常数.证明：若级数
1

k

k

a




 收敛，则级数 1 2 1 2

1 1

( )( )k
k k

k k k

k a a a b b b

b b



 

 收敛. 

证明：令
1

k

k i i

i

S a b


 ，
1k k k ka b S S   ，

0 0,S  1k k
k

k

S S
a

b


 ， 1,2,k   

----------4 分 

1 1 1
1 1

1 1 1 1 11 1 1

N N N N N
k k k k N k k N

k k k

k k k k kk k k N k k N k k

S S S S S b b S
a S S

b b b b b b b b b

  
 

      

  
       

 
                                                     

所以
1 1

k

k k k

S

b b



 

 收敛，                               ----------10 分 



由不等式 1 1 2 2
1 2 1 2( )( ) k k kk

k k

a b a b a b S
a a a b b b

k k

 
  知 

1 2 1 2

1 11 1

( )( )k
k k k

k kk k k k

k a a a b b b S

b b b b

 

  

  ，故结论成立.     ---------14 分 

 



     2017 年数学竞赛预赛（非数学类）试题评分标准及参考答案 

 

一 1. 已知可导函数 满足 , 则 ( )f x  

解： 在方程两边求导得 

          '( )cos + ( )sin 1f x x f x x = , '( )+ ( ) tan secf x f x x x= . 

从而
tan tan

( ) sec
xdx xdx

f x e xe dx c
−   = + 

   

     
ln cos ln cos

2

1 1
= =cos

cos cos

x xe e dx c x dx c
x x

− −   
+ +   

   
   

    ( )=cos tan =sin cosx x c x c x+ +  

由于 (0) 1f = ，故 ( ) sin cosf x x x= + 。 

 

2．求 ( )nn
n

+
→

22sinlim   

解 由于 ( )=+ nn22sin  ( ) nnn −+22sin  

       =
2

2
sin 1

n

n n n

 
→ 

+ + 
。 

 

3. 设 ( , )w f u v= 具有二阶连续偏导数，且 = = +u x cy v x cy− ， ，其中 c 为非零常数。则

2

1
xx yyw w

c
− =_________。 

解:  1 2+xw f f= ， 11 12 222xxw f f f= + + ， 

   2 1( )yw c f f= − ， 

( ) ( ) ( )2

2 1 11 12 21 22 11 12 22= 2yyw c f f c cf cf cf cf c f f f
y


= − = − − + − +


。 

所以 122

1
=4xx yyw w f

c
− 。 

 

4. 设 ( )f x 有二阶导数连续，且 (0) '(0) 0, "(0) 6f f f= = = ，则
2

40

(sin )
lim
x

f x

x→
=______ 



解： 21
( ) (0) '(0) "( )

2
f x f f x f x= + + ，所以 2 41

(sin ) "( )sin
2

f x f x= 。 

这样
2 4

4 40 0

(sin ) "( )sin
lim =lim 3

2x x

f x f x

x x



→ →
= 。 

 

5 不定积分
sin

2

sin 2

(1 sin )

xe x
I dx

x

−

=
− =________. 

 解: 由于 

      

sin

2

sin cos
2

(1 sin )

xe x x
I dx

x

−

=
−

sin

2
2

(1 )

vx v ve
dv

v

−=

=
− 2

( 1 1)
2

(1 )

vv e
dv

v

−− +
=

−  

         
2

2 2
1 ( 1)

v ve e
dv dv

v v

− −

= +
− − 

1
2 2

1 1

v
ve

dv e d
v v

−
−= −

− −   

        
1

2 2 +
1 1 1

v v
ve e

dv e dv
v v v

− −
− 

= −  
− − − 

 
sin2 2

+ = +
1 1 sin

v xe e
C C

v x

− −

= −
− −

。 

 

6. 记 曲 面
2 2 2z x y= + 和

2 24z x y= − − 围 成 空 间 区 域 为 V ， 则 三 重 积 分

V

zdxdydz =__________. 

解：使用球面坐标 

           

2 /4 2
2

0 0 0

/4 2
2 4

0 0

= cos sin

1 1
2 sin 2

2 4

V

I zdxdydz d d d
 



      

   

= 

=   =

   
。 

 

二（本题满分 14 分)  

设二元函数 ( , )f x y 在平面上有连续的二阶偏导数. 对任何角度 ，定义一元函数 

( ) ( cos , sin )g t f t t  = .  

若对任何 都有
(0)

0
dg

dt

 = 且
2

2

(0)
0

d g

dt

  . 证明 )0,0(f 是 ( , )f x y 的极小值.  

解：  由于 ( )
(0,0)

cos(0)
, 0

sin
x y

dg
f f

dt






 
= = 

 
对一切 成立，故 )0,0(),( )0,0( =yx ff , 即

)0,0( 是 ( , )f x y 的驻点.                                                -----4 分 



     记 ( , )
xx xy

f

yx yy

f f
H x y

f f

 
=  
 

，则 

         

2

2

(0,0)

cos cos(0)
( , ) (cos ,sin ) (0,0) 0

sin sin
x y f

d g d
f f H

dt dt


 

 
 

    
= =     

    
. 

                                                                       -----10 分 

上式对任何单位向量 (cos ,sin )  成立，故 )0,0(fH 是一个正定阵, 而 )0,0(f 是 f

极小值.                                                             ------14 分 

 

 

三 (本题满分 14 分)  设曲线为在 

          
2 2 2 1x y z+ + = ， 1x z+ = ， 0, 0, 0x y z    

上从 (1,0,0)A 到 (0,0,1)B 的一段. 求曲线积分 


++= xdzzdyydxI  

解: 记 1 为从B 到 A的直线段, 则 , 0, 1 , 0 1x t y z t t= = = −   ， 

                 

1

1

0

1
(1 )

2
ydx zdy xdz td t



+ + = − = −  .           -----4 分     

设和 1 围成的平面区域，方向按右手法则. 由 Stokes 公式得到 

              

1

dydz dzdx dxdy

ydx zdy xdz dydz dzdx dxdy
x y z

y z x

   

    
+ + + = = − + + 

     
    .                                     

                                                          ------8 分 

 

右边三个积分都是在各个坐标面上的投影面积，而在 zx 面上投影面积为零. 故 

                 

1

I dydz dxdy
 

+ = − +  . 

 曲线在 xy 面上投影的方程为 

                    1
)2/1()2/1(

)2/1(
2

2

2

2

=+
− yx

.              ------12 分 

 

 又该投影（半个椭圆）的面积得知
4 2

dxdy




= . 同理，
4 2

dydz




= . 



 这样就有
1

2 2 2
I


= − .                                      ------14 分 

 

 

四 (本题满分 15 分 ) 设函数 ( ) 0f x  且在实轴上连续，若对任意实数 t ，有

| | ( ) 1t xe f x dx
+

− −

−
 ，则 , ( )a b a b  ，

2
( )

2

b

a

b a
f x dx

− +
 。 

 证. 由于 , ( )a b a b  ，有 

             | | | |( ) ( ) 1
b

t x t x

a
e f x dx e f x dx

+
− − − −

−
   。   

因此           | | ( )
b b

t x

a a
dt e f x dx b a− −  −  。                ------4 分 

然而          ( )| | | |( ) ( )
b b b b

t x t x

a a a a
dt e f x dx f x e dt dx− − − −=    ， 

其中          | |
b

t x

a
e dt− − = 2

x b
t x x t a x x b

a x
e dt e dt e e− − − −+ = − −  . 

这样就有     ( )(2 )
b

a x x b

a
f x e e dx b a− −− −  −  ……(1)      ------10 分 

 

即          ( )
2

b

a

b a
f x dx

−
 +

1
( ) ( )

2

b b
a x x b

a a
e f x dx e f x dx− − +

    . 

注意到   | |( ) ( ) 1
b b

a x a x

a a
e f x dx e f x dx− − −=   ，和 ( ) 1

b
x b

a
f x e dx−  。-----13 分 

 

把以上两个式子入(1)，即得结论。                           ------15 分 

 

 

五(本题满分 15 分)  设{ }na 为一个数列， p 为固定的正整数。若 

         ( )lim n p n
n

a a +
→

− = ，其中为常数，证明 lim n

n

a

n p



→
= 。 

证明：对于 0,1, , 1i p= − ，记 
( )

( 1)

i

n n p i np iA a a+ + += − 。由题设
( )lim i

n
n

A 
→

= ，从而 

                  

( ) ( ) ( )

1 2lim
i i i

n

n

A A A

n


+ + +
= 。            ------5 分 

而
( ) ( ) ( )

1 2 ( 1)=i i i

n n p i p iA A A a a+ + ++ + + − 。 由题设知 

           
( 1) ( 1)

lim =lim
( 1) ( 1)

n p i n p i

n n

a a n

n p i n n p i p

+ + + +

→ →
=

+ + + +
。   ------10 分 



 

对正整m ，设 =m np i+ ，其中0 1 , 1p −，， ，从而可以把正整数依照 i 分为 p 个子列类。

考虑任何这样的子列，下面极限 

               
( 1)

lim
( 1)

n p i

n

a

n p i p

+ +

→
=

+ +
，故 lim m

n

a

m p



→
= 。        ------15 分 

 

           



第八届全国大学生数学竞赛预赛试卷参考答案
(非数学类, 2016 年 10 月)

绝密 ⋆ 启用前 (14 金融工程-白兔兔)

考试形式： 闭卷 考试时间： 150 分钟 满分： 100 分

题 号 一 二 三 四 五 六 总 分

满 分 30 14 14 14 14 14 100

得 分

注意：1.所有答题都须写在试卷密封线右边, 写在其他纸上一律无效.

2.密封线左边请勿答题, 密封线外不得有姓名及相关标记.

3.如答题空白不够, 可写在当页背面, 并标明题号.
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座
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⃝
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⃝
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..
⃝

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

一 (填空题, 本题满分 30 分, 共 5 小题, 每小题 6 分)

1. 若 f(x) 在点 x = a 可导, 且 f(a) ̸= 0, 则 lim
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

=

解

lim
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

= lim
n→+∞

(
f(a) + f ′(a) 1

n
+ o

(
1
n

)
f(a)

)n

= e
f ′(a)
f(a)

2. 若 f(1) = 0, f ′(1) 存在, 则极限 I = lim
x→0

f(sin2 x+ cosx) tan 3x

(ex2 − 1) sinx
=

解

I = lim
x→0

f(sin2 x+ cosx) tan 3x

(ex2 − 1) sinx

= lim
x→0

f(sin2 x+ cosx)× 3x

x2 × x
= 3 lim

x→0

f(sin2 x+ cosx)
x2

= 3 lim
x→0

(
f(sin2 x+ cosx)− f(1)

sin2 x+ cosx− 1
· sin2 x+ cosx− 1

x2

)
= 3f ′(1) lim

x→0

x2 − 1
2
x2 + o(x2)

x2

=
3

2
f ′(1)

3. 设 f(x) 有连续导数, 且 f(1) = 2 . 记 z = f(exy2), 若 ∂z

∂x
= z, 则当 x > 0 ,

f(x) =
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解 由题设得
∂z

∂x
= f ′(exy2)exy = f(exy2) , 令 u = exy2 ,

得到当 u > 0 有 f ′(u)u = f(u) , 即 f ′(u)

f(u)
=

1

u
, 从而

(
ln f(u)

)′
= (lnu)′

所以有 ln f(u) = lnu+ C1 , f(u) = Cu . 再而由初始条件得 f(u) = 2u

故当 x > 0 有 f(x) = 2x

4. 设 f(x) = ex sin 2x , 则 f (4)(0) =

解 由 Taylor 展开式得

f(x) =

[
1 + x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + o(x3)

] [
2x− 1

3!
(2x)3 + o(x4)

]

所以 f(x) 展开式的 4 次项 −1

3!
(2x)3 × x+

1

3!
x3 × (2x) = −x4 , 从而 f (4)(x)

4!
= 1 ,

故 f (4)(0) = 24

5. 曲面 z =
x2

2
+ y2 平行于平面 2x+ 2y − z = 0 的切平面方程为

解 该曲面在点 (x0, y0, z0) 的切平面的法向量为 (x0, 2y0,−1) 。又该切平面于

已知平面平行，从而两平面法向量平行，故
x0

2
=

2y0
2

=
−1

−1

从而 x0 = 2 , y0 = 1 , 得 z0 =
x2
0

2
+ y20 = 3 , 从而所求切平面为

2(x− 2) + 2(y − 1)− (z − 3) = 0

即

2x+ 2y − z = 3

二 (本题满分 14 分)

设 f(x) 在 [0, 1] 可导, f(0) = 0, 且当 x ∈ (0, 1) , 0 < f ′(x) < 1 .

试证当 a ∈ (0, 1) ,
(∫ a

0

f(x) dx
)2

>

∫ a

0

f 3(x) dx .

证明 设 F (x) =

(∫ x

0

f(t) dt
)2

−
∫ x

0

f 3(t) dt , 则 F (0) = 0 且要证明 F ′(x) > 0

设 g(x) = 2

∫ x

0

f(t) dt− f 2(x) , 则 F ′(x) = f(x)g(x)

由于 f(0) = 0 , f ′(x) > 0 , 故 f(x) > 0 ,
从而只要证明 g(x) > 0 , x > 0

而 g(0) = 0 , 我们只要证明 g′(x) > 0 , 0 < x < a

而 g′(x) = 2f(x)
[
1− f ′(x)

]
> 0 , 得证
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三 (本题满分 14 分)

省
市

学
校

准
考
证
号

姓
名

考
场
号

座
位
号

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

⃝
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
⃝

密
封
线
答
题
时
不
要
超
过
此
线

⃝
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
⃝

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

某物体所在的空间区域为 Ω : x2 + y2 + 2z2 ⩽ x+ y + 2z,

密度函数为 x2 + y2 + z2 , 求质量

M =

∫∫∫
Ω

(x2 + y2 + z2) dx dy dz

解 由于 Ω :

(
x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2

+ 2

(
z − 1

2

)2

⩽ 1 , 是一个椭球

其体积为 V =
4π

3
π , 作变换 u = x− 1

2
, v = y − 1

2
, w =

√
2

(
z − 1

2

)
将 Ω 变为单位球 Σ : u2 + v2 + w2 ⩽ 1 , 而

J =
∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0
√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
√
2

故 du dv dw =
√
2dx dy dz 且

M =
1√
2

∫∫∫
Σ

[(
u+

1

2

)2

+

(
v +

1

2

)2

+

(
w√
2
+

1

2

)2
]

du dv dw

因一次项积分都是 0 , 故

M =
1√
2

∫∫∫
Σ

(
u2 + v2 +

w2

2

)
du dv dw + A

其中 A =
1√
2

(
1

4
+

1

4
+

1

4

)
V =

π√
2

记

I =

∫∫∫
Σ

(
u2 + v2 + w2

)
du dv dw =

∫ 2π

0

dφ
∫ π

0

dθ
∫ 1

0

r2 · r2 sin θ dr = 4π

5

由于 u2, v2, w2 在 Σ 上积分都是
I

3
, 故

M =
1√
2

(
1

3
+

1

3
+

1

6

)
I + A =

5
√
2

6
π
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四 (本题满分 14 分)

设函数 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上具有连续导数, f(0) = 0, f(1) = 1 .

证明:
lim
n→∞

n

(∫ 1

0

f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f
(k
n

))
= −1

2

解 n 等分区间 [0, 1] , 分点为 0 = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = 1 .

记 h =
1− 0

n
=

1

n
, 则 xk = 0 + kh = kh , xk − xk−1 = h , k = 1, 2, · · · , n .

lim
n→∞

n

(∫ 1

0

f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f
(k
n

))

= lim
n→∞

n

(
n∑

k=1

∫ xk

xk1

f(x) dx−
n∑

k=1

hf(xk)

)

= lim
n→∞

n

n∑
k=1

∫ xk

xk1

(
f(x)− f(xk)

)
dx

= lim
n→∞

n

n∑
k=1

∫ xk

xk1

f(x)− f(xk)

x− xk

· (x− xk) dx

= lim
n→∞

n

n∑
k=1

f(ξk)− f(xk)

ξk − xk

·
∫ xk

xk1

(x− xk) dx ξk ∈ (xk−1, xk)

= lim
n→∞

n

n∑
k=1

f ′(ηk)
(
− 1

2
(xk − xk−1)

2
)

ηk ∈ (ξk, xk)

=− 1

2
lim
n→∞

(1− 0)
n∑

k=1

f ′(ηk)h

=− 1

2

∫ 1

0

f ′(x) dx

=
1

2

(
f(1)− f(0)

)
= −1

2

五 (本题满分 14 分)

设函数 f(x) 在区间 [0, 1] 上连续, 且 I =

∫ 1

0

f(x) dx ̸= 0 .

证明: 在 (0, 1) 内存在不同的两点 x1, x2 使得

1

f(x1)
+

1

f(x2)
=

2

I

证明 设 F (x) =
1

I

∫ x

0

f(t) dt 则 F (0) = 0 , F (1) = 1 .
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由介值定理, 存在 ξ ∈ (0, 1) 使得 F (ξ) =
1

2
在两个子区间 (0, ξ) , (ξ, 1) 分别应用拉格朗日中值定理：

F ′(x1) =
f(x1)

I
=

F (ξ)− F (0)

ξ − 0
=

1/2

ξ
, x1 ∈ (0, ξ)

F ′(x2) =
f(x2)

I
=

F (1)− F (ξ)

1− ξ
=

1/2

1− ξ
, x2 ∈ (0, ξ)

I

f(x1)
+

I

f(x2)
=

1

F ′(x1)
+

1

F ′(x2)
=

ξ

1/2
+

1− ξ

1/2
= 2

六 (本题满分 14 分)

省
市

学
校

准
考
证
号

姓
名

考
场
号

座
位
号
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⃝
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..
⃝

密
封
线
答
题
时
不
要
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过
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..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
⃝

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

设 f(x) 在 (−∞,+∞) 可导, 且

f(x) = f(x+ 2) = f(x+
√
3)

用 Fourier 级数理论证明 f(x) 为常数

证明 由 f(x) = f(x+ 2) 知 f(x) 为以 2 为周期的周期函数，
其 Fourier 系数分别为：

an =

∫ 1

−1

f(x) cosnπx dx bn =

∫ 1

−1

f(x) sinnπx dx

由 f(x) = f(x+
√
3) 知

an =

∫ 1

−1

f(x+
√
3) cosnπx dx

=

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) cosnπ(t−
√
3) dt

=

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t)
(

cosnπt cos
√
3nπ + sinnπt sin

√
3nπ

)
dt

= cos
√
3nπ

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) cosnπt dt+ sin
√
3nπ

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) sinnπt dt

= cos
√
3nπ

∫ 1

−1

f(t) cosnπt dt+ sin
√
3nπ

∫ 1

−1

f(t) sinnπt dt

所以 an = an cos
√
3nπ + bn sin

√
3nπ

同理可得 bn = bn cos
√
3nπ + an sin

√
3nπ

联立 an = an cos
√
3nπ + bn sin

√
3nπ

bn = bn cos
√
3nπ + an sin

√
3nπ
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得 an = bn = 0 (n = 1, 2, · · · )
而 f(x) 可导，其 Fourier 级数处处收敛于 f(x)，所以

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
=

a0
2

其中 a0 =

∫ 1

−1

f(x) dx 为常数
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                2015年第七届预赛（非数学类）参考答案 
一、每小题 6分，共计 30分。 

(1)  极限 2 2 2

2sin sin sin 2lim
1 2n

n nn
n n n n

π π π
π→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ + + =⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

L   。 

解：由于 
1 1

sin1 sin
1

n n

i i

i
i n

in n n
n

π
π

= =

≤
+ +
∑ ∑

1

1 sin ,
n

i

i
n n

π
=

≤ ∑ 而 

1

1lim sin
1

n

n i

i
n n

π
→∞

=+ ∑ =
0

1

1 2lim sin sin
( 1)

n

n i

n i xdx
n n n

ππ π
π π π→∞

=

= =
+ ∑ ∫ ， 

1

1lim sin
n

n i

i
n n

π
→∞

=

=∑
1

1lim sin
n

n i

i
n n
π π

π→∞
=

=∑ 0

1 2sin xdx
π

π π
=∫ 。 

所以所求极限是  2 .
π

 

（2）设函数 ( , )z z x y= 由方程 ( , ) 0z zF x y
y x

+ + = 所决定，其中 ( , )F u v 具有连续偏导

数，且 0u vxF yF+ ≠ 。则 
z zx y z xy
x y

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
。（本小题结果要求不显含 F及其

偏导数） 

解：方程对 x 求导，得到        2

1 11 0u v
z z zF F

y x x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜ ⎟⎜+ ⎟ + − =⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠

 

即
2( )v u

u v

z y zF x Fx
x xF yF

∂ −
=

∂ +
。 

同样，方程对 y求导，得到
2( )u v

u v

z x zF y Fy
y xF yF

∂ −
=

∂ +
。 

于是
( ) ( )u v u v

u v

z z z xF yF xy xF yFx y z xy
x y xF yF

∂ ∂ + − +
+ = = −

∂ ∂ +
 

 

（3）曲面
2 2 1z x y= + + 在点M(1,‐1,3)的切平面与曲面

2 2z x y= + 所围区域的体积为 

2
π

。 



解：曲面
2 2 1z x y= + + 在点M(1,‐1,3)的切平面： 2( 1) 2( 1) ( 3) 0x y z− − + − − = ， 

即 2 2 1z x y= − − 。联立

2 2

2 2 1
z x y
z x y

⎧ = +
⎨

= − −⎩
， 

得到所围区域的投影 D为：
2 2( 1) ( 1) 1x y− + + ≤ 。 

所求体积
2 2 2 2[(2 2 1) ( )] [1 ( 1) ( 1) ]

D D

V x y x y dxdy x y dxdy= − − − + = − − − +∫∫ ∫∫  

令
1 cos
1 sin

x r t
y r t
− =⎧

⎨ + =⎩
，

2 1 2

0 0
(1 )

2
V dt r rdr

π π
= − =∫ ∫ 。 

 

（4）函数
3, [ 5,0)

( )
0, [0,5)

x
f x

x
∈ −⎧

= ⎨ ∈⎩
在 ( 5,5]− 的傅立叶级数在 x=0 收敛的值        3/2    。 

解：由傅里叶收敛定理，易知 f(0)=3/2.   

 

（5）设区间 (0, )+∞ 上的函数 ( )u x 定义为
2

0
( ) xtu x e dt

+∞ −= ∫ ，则 ( )u x 的初等函数表达式为 

2 x
π

。 

[解]    由于 
2 2 2 22 ( )

0 0
0, 0

( ) xt xs x s t

s t

u x e dt e ds e dsdt
+∞ +∞− − − +

≥ ≥

= =∫ ∫ ∫∫ ,  故有 

       
2 2 2/22 2

0 0 0 0
( ) ( )

4 4 4
x x xu x d e d e d x e

x x x

ρπ ρ ρ ρ
ρ

ρ

π π πϕ ρ ρ ρ
=+∞+∞ +∞− − −

=
= = = − =∫ ∫ ∫ 。 

所以 ( )
2

u x
x
π

= 。 

 

二、（12 分）设M 是以三个正半轴为母线的半圆锥面，求其方程。 

解：显然，O(0,0,0)为 M 的顶点，A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)在 M 上。由 A,B,C 三点决定的平

面 1x y z+ + = 与球面
2 2 2 1x y z+ + = 的交线 L 是 M 的准线。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐4 分 

设P(x,y,z)是M上的点，(u,v,w)是M的母线OP与 L的交点，则OP的方程为
1x y z

u v w t
= = = ，

即 u=xt,v=yt,w=zt。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐8 分 

代入准线方程，得 2 2 2 2

( ) 1
( ) 1
x y z t
x y z t
+ + =⎧

⎨
+ + =⎩

。 

消除 t，得到圆锥面 M 的方程 0xy yz zx+ + = 。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐12 分 



 

三、（12 分）设  ( )f x 在 ( , )a b 内二次可导，且存在常数 ,α β ，使得对于 ( , )x a b∀ ∈    

                        ( ) ( ) ( )f x f x f xα β′ ′′= + ， 

则 ( )f x 在 ( , )a b 内无穷次可导。 

          证明  1.  若 0β = 。 

对于 ( , )x a b∀ ∈ ，有 

( ) ( )f x f xα′ = ， 2( ) ( ) ( ), ,f x f x f xα α′′ ′= = L ( ) ( ) ( )n nf x f xα= 。 

从而 ( )f x 在 ( , )a b 内无穷次可导。                  ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐4分 

          2.  若 0β ≠ 。对于 ( , )x a b∀ ∈ ，有     

              1 1
( ) ( )( ) '( ) ( ),f x f xf x A f x B f xα

β
′ −′′ = = +                       （1） 

其中  1 11/ , /A Bβ α β= = 。                                        ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐6分 

因为（1）右端可导，从而 

                1 1( ) "( ) '( )f x A f x B f x′′′ = + 。                  ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐8分 

  设 ( ) ( 1) ( 2)
1 1( ) ( ) ( ), 1n n nf x A f x B f x n− −= + > ，则 ( 1) ( ) ( 1)

1 1( ) ( ) ( )n n nf x A f x B f x+ −= + 。 

故 ( )f x 任意阶可导。                                    ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐12分 

四、  （14 分）求幂级数∑
∞

=

−
+
+

0n

3

)1(
)!1(
2 nx

n
n

的收敛域与和函数 

解：因  0
)2)(2(

2)1(
3

3
1 limlim =

++
++

=
∞→

+

∞→ nn
n

a
a

nn

n

n
。 

固收敛半径 +∞=R ，收敛域为 ),( +∞−∞ 。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐4 分 

由 

)!1(
1

!
1

)!2(
1

)!1(
1

)!1(
1

)!1(
)1()1(

)!1(
23

+
++

−
=

+
+

+
+

+
+

−+
=

+
+

nnnnn
n

n
nnn

n
n

)2( ≥n  

及幂级数 n

n
x

n
)1(

)!2(
1

2
−

−∑
∞

=

， n

n
x

n
)1(

!
1

0
−∑

∞

=

和 n

n
x

n
)1(

)!1(
1

0
−

+∑
∞

=

的收敛域皆为 ),( +∞−∞ 得 



n

n

n

n

n

n

n x
n

x
n

x
n

x
n
n )1(

)!1(
1)1(

!
1)1(

)!2(
1)1(

)!1(
2

0020n

3

−
+

+−+−
−

=−
+
+ ∑∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

。                                     

                                                                                    ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐7 分 

用 )(1 xS ， )(2 xS 和 )(3 xS 分别表示上式右端三个幂级数的和函数。依据 xe 的展开式得到 

∑
∞

=

−−=−−=
0

122
1 ,)1()1(

!
1)1()(

n

xn exx
n

xxS           1
2 )( −= xexS  

再由 

1)1(
!

1)1(
)!1(

1)()1( 1

1

1

0
3 −=−=−

+
=− −

∞

=

+
∞

=
∑∑ xn

n

n

n
ex

n
x

n
xSx    

得到，当 1≠x 时 )1(
1

1)( 1
3 −

−
= −xe

x
xS 。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐10 分 

又 1)1(3 =S 。‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐12 分   

综合以上讨论，最终得到所给幂级数的和函数 

=)(xS ൞
1)1(

1
1)22( 112 ≠−
−

++− −− xe
x

exx xx ，

2                                                              1=x

                                  ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐14 分 

五、（16 分）设函数 f 在[0,1]上连续，且
1 1

0 0
( ) 0, ( ) 1f x dx xf x dx= =∫ ∫ 。试证： 

（1） 0 [0,1]x∃ ∈ 使 0( ) 4f x >  

（2） 1 [0,1]x∃ ∈ 使 1( ) 4f x =  

证明：（1）若 [0,1]x∀ ∈ ， ( ) 4f x ≤ ，则 

1 1 1

0 0 0

1 1 11 ( ) ( ) ( ) 4 1
2 2 2

x f x dx x f x dx x dx= − ≤ − ≤ − =∫ ∫ ∫           ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐4 分 

因此
1

0

1 ( ) 1
2

x f x dx− =∫ 。而
1

0

14 1
2

x dx− =∫ ， 

故
1

0

1 (4 ( ) ) 0
2

x f x dx− − =∫ ，                                                              ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐8分 

所以对于任意的 [0,1]x∈ ， ( ) 4,f x = 由连续性知 ( ) 4f x ≡ 或 ( ) 4f x ≡ − 。 

这就与条件
1

0
( ) 0f x dx =∫ 矛盾。 

故 0 [0,1], 4x f x∃ ∈ >0使 （ )                                                                     ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐10 分 



    （2）先证 2 [0,1]x∃ ∈ ，使 4f x <2（ ) 。若不然，对任何 [0,1]x∈ ， 4f x ≥（ ) 成立。则，

( ) 4f x ≥ 恒成立，或者 ( ) 4f x ≤ − 恒成立，与
1

0
( ) 0f x dx =∫ 矛盾。再由 ( )f x 的连续性及

（1）的结果，利用介值定理 1 [0,1]x∃ ∈ 使 4f x =1（ ) 。                    ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐16分 

 

六、（16 分）设 ( , )f x y 在
2 2 1x y+ ≤ 上有连续的二阶偏导数，

2 2 22xx xy yyf f f M+ + ≤ 。若

(0 0) 0f =， ， (0,0) (0,0) 0x yf f= = ，证明 

2 2 1

( , )
4x y

Mf x y dxdy π

+ ≤

≤∫∫ 。 

证明： 在点 (0,0)展开 ( , )f x y 得 

         

2 2 2 2
2 2

2 2

1 1( , ) ( , )= 2 ( , )
2 2

f x y x y f x y x xy y f x y
x y x x y y

θ θ θ θ
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，  

                                                                    

其中 (0,1)θ ∈ 。                                                --------6 分 

记

2 2 2

2 2( , , ) , , ( , )u v w f x y
x x y y

θ θ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
，则 

( )2 21( , ) 2
2

f x y ux vxy wy= + + 。 

由于
2 2 2|| ( , 2 , ) || 2u v w u v w M= + + ≤ 以及

2 2 2 2|| ( , 2 , ) ||x xy y x y= + ，我们有  

  ( )2 2 2 2| ( , 2 , ) ( , 2 , ) |u v w x xy y M x y⋅ ≤ + ， 

即 

( )2 21| ( , ) |
2

f x y M x y≤ + 。                   -----------13 分 

从而 

           
2 2 2 2

2 2

1 1

( , ) ( )
2 4x y x y

M Mf x y dxdy x y dxdy π

+ ≤ + ≤

≤ + =∫∫ ∫∫ 。   -------16 分 





 





 



第五届全国大学生数学竞赛预赛试卷 评分细则 
 

一、(共 4 小题,每小题 6 分,共 24 分) 解答下列各题 . 

1. 求极限  2lim 1 sin 1 4
n

n
n


  . 

解     2 2

2
sin 1 4 sin 1 4 2 sin

2 1 4
n n n

n n


  

 
    

 
  (2 分) 

原式
2

lim 1 sin
2 1 4

n

n n n



 

 
  

  
 

2
exp lim ln 1 sin

2 1 4n
n

n n



 

  
   

    

                   (2 分) 

2
exp lim sin

2 1 4n
n

n n



 

 
  

  
 

1

4

2
exp lim

2 1 4n

n
e

n n



 

 
  

  
                          (2 分) 

 

2 证明广义积分
sin

0

x
dx

x



 不是绝对收敛的. 

证. 记
( )

| sin |
1n

n

n

x
a dx

x







  , 只要证明
0





 n

n

a 发散.                      (2 分)   

 因为 

( )

| sin | sin
( ) ( ) ( )

1

0

1 1 2

1 1 1

n

n

n

a x dx xdx
n n n

 


  



  
    .         (3 分) 

而
0

2

( 1)



 

n n

发散, 故
0





 n

n

a 发散.                                (1 分) 

 

3. 设函数 ( )y y x 由 3 2 33 2 2x x y y   所确定. 求 ( )y x 的极值. 

解 方程两边对 x 求导，得 

                     
2 2 23 6 3 ' 6 ' 0x xy x y y y                        (1 分) 

故  
2 2

( 2 )
'

2

x x y
y

y x





，令 ' 0y  ，得 ( 2 ) 0x x y  0x  或 2x y  . 

将 0x  和 2x y  代入所给方程，得 



                     
0 2

1 1

x x

y y

   
 

   
和 .                  (2 分) 

又 

2 2 2

2 2 2 0
1

' 0

(2 )(2 2 ' 2 ) ( 2 )(4 ' 2 )
1 0

(2 ) x
y
y

y x x xy y x xy yy x
y

y x 



     
    


， 

2
1

' 0

1 0x
y
y

y 



   . 

故 (0) 1y   为极大值， ( 2) 1y   为极小值.                                  (3 分) 

 

4．过曲线 3 ( 0) y x x 上的点 A作切线,使该切线与曲线及 x 轴所围成的平面图形的面积为

3

4
, 求点 A的坐标.  

解 3A t t A设切点 的坐标为( , ),曲线过 点的切线方程为  

3

3 2

1
 ( )

3
y t x t

t
                (2分) 

00, 2y x x t  令 由上式可得切线与 轴交点的横坐标  

0S Ax t otA  平面图形的面积 的面积 曲边梯形 的面积 

3 3 3

0

1 3 3
3 d 1

2 4 4

t

S t t x x t t t       ， (1,1).A 的坐标为     (4分) 

 

二、 (12 分) 计算定积分
2

sin arctan
d

1 cos

xx x e
I x

x








 . 

解          
0

2 20

sin arctan sin arctan
d d

1 cos 1 cos

x xx x e x x e
I x x

x x





 
 

                  

2 20 0

sin arctan sin arctan
d d

1 cos 1 cos

x xx x e x x e
x x

x x

 
 

 
                (4 分) 

20

sin
(arctan arctan ) d

1 cos

x x x x
e e x

x


 

                        

20

sin
d

2 1 cos

x x
x

x




                                       (2 分) 

2

20

sin

2 1 cos

x
dx

x

 
  

 
                                     (4 分) 

2 3

0arctan(cos )
2 8

x   
   

 
                            (2 分) 

三、(12 分)设 ( )f x 在 0x  处存在二阶导数 (0)f  ，且
0

( )
lim 0.
x

f x

x
  证明：级数



1

1

n

f
n





 
 
 

 收敛. 

   证 由于 ( )f x 在 0x  处连续，且
0

( )
lim 0
x

f x

x
 ， 

则   
0 0

( )
(0) lim ( ) lim 0

x x

f x
f f x x

x 
    ，             (２分) 

    
0

( ) (0)
(0) lim 0

0x

f x f
f

x


  


.                 (２分) 

应用罗比达法则，   

20

( )
lim
x

f x

x


0

( )
lim

2x

f x

x




0

( ) (0) 1
lim (0).

2( 0) 2x

f x f
f

x

 



         (３分) 

所以 

             
0

2

1

1
lim (0)

1 2n

f
n

f

n



 
 
 

 .                    (２分) 

由于级数
2

1

1

n n





 收敛，从而
1

1

n

f
n





 
 
 

 收敛.                  (3 分) 

 

四、(10 分) 设 | ( ) | , ( ) 0 ( )f x f x m a x b      ，证明 
2

sin ( )d
b

a
f x x

m
 . 

证 因为 ( ) 0 ( )f x m a x b     ，所以 ( )f x 在 [ , ]a b 上严格单增，从而有反函数.  (2 分) 

设 ( )A f a ， ( )B f b ，是 f 的反函数，则 

                         
1 1

0 ( )
( )

y
f x m

  


，                  (3 分) 

又 | ( ) |f x  ，则 A B     ，所以 

( )

sin ( )d ( )sin d
x yb B

a A
f x x y y y






                             (3 分) 

0

1 2
sin dy y

m m



                             (2 分) 

 

 

五、(１４分)设是一个光滑封闭曲面, 方向朝外.  给定第二型的曲面积分 

                  3 3 32 3I x x dydz y y dzdx z z dxdy


      . 

试确定曲面 , 使得积分 I 的值最小, 并求该最小值. 

解. 记围成的立体为V , 由高斯公式,  

            2 2 2 2 2 23 6 9 3 3 2 3 1
V V

I x y z dv x y z dxdydz         .    (３分) 



为了使得 I 达到最小, 就要求V 是使得 2 2 22 3 1 0x y z    的最大空间区域, 即 

                   2 2 2( , , ) | 2 3 1V x y z x y z    .                        (３分) 

所以V 是一个椭球, 是椭球V 的表面时, 积分 I 最小. 

     为求该最小值, 作变换 / 2

/ 3

x u

y v

z w









. 则
( , , ) 1

( , , ) 6

x y z

u v w





, 有               

               
2 2 2

2 2 2

1

3
1

6
u v w

I u v w dudvdw

  

    .                    (4 分)  

使用球坐标变换, 我们有 

             
2 1

2 2

0 0 0

3 4 6
1 sin

156
I d d r r dr

 

         .                 (４分) 

 

六、(14 分) 设
2 2

( )
( )

a a

C

ydx xdy
I r

x y




 , 其中a 为常数, 曲线C 为椭圆
2 2 2x xy y r   , 取正

向. 求极限 lim ( )a
r

I r


.  

解. 作变换
( ) / 2

( ) / 2

x u v

y u v

  


 

, 

曲线C 变为uov平面上的 
2 2 23 1

:
2 2

u v r   , 也是取正向                     (2 分) 

且有 
2 2 2 2x y u v   ,  ydx xdy vdu udv   , 

                         
2 2

( )
( )

a a

vdu udv
I r

u v





 .                              (2 分) 

作变换

2
cos

3

2 sin

u r

v r













, 则有 22

3
vdu udv r d    

   

2

2 ( 1 ) 2 ( 1 )

2 2

0

2 2
( )

(2cos / 3 2sin )3 3

a a

a aa

d
I r r r J




 

    
 , 

其中

2

2 2

0
(2cos / 3 2sin )




 


a a

d
J , 0 aJ   .                            (3 分) 

因此当 1a  和 1a  , 所求极限分别为 0 和 .                                (2 分) 



而当 1a  ,  

     

2 / 2

1 2 2 2 2

0 0 0

t a n
4 4 3

2 c o s / 3 2 s i n 2 / 3 2 t a n 2 / 3 2

d d d t
J

t

 
 


  



   
     .    (3分) 

故所求极限为 

               

0, 1

lim ( ) , 1

2 , 1

a
r

a

I r a

a





  
 

.                                   (2 分) 

七、(14 分) 判断级数 


 



1 )2)(1(

1

2

1
1

n nn

n


的敛散性, 若收敛，求其和. 

解:  (1) 记 
1 1

1
2

na
n

    ， , , , ,
( )( )

1 2 3
1 2

 
 

n
n

a
u n

n n
.                

因为n 充分大时 

      ln
1

1 1 1
0 1 1 1

2

n

na dx n n
n x

          ,                     (3 分) 

所以 
3/2

1

( 1)( 2)
 

 
n

n
u

n n n
 而 

/3 2
1

1




n n

收敛，所以


1n

nu 收敛.        (2 分) 

（2） ( , ,....)
1 1

1 1 2
2

ka k
k

      

1 1 1

1 1
1

2

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2

n n n
k k k

n

k k k

a a akS
k k k k k k  

  
 

    
      

                     

1 11 1 2 2

2 3 3 4 1 1 2
       

               
         

n n n na a a aa a a a

n n n n
             (2 分) 

( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 1

1 1 1 1 1

2 3 4 1 2
        

 
n n na a a a a a a a

n n
            (2 分) 

.
( )

1 1 1 1 1 1 1
1

1 2 2 3 3 4 1 2 2
n na a

n n n n n

 
         

       
           (2 分) 

因为 ln0 1na n    

所以
2

ln1

2
0









n

n

n

an  且 0
2

ln1
lim 





 n

n

n
. 所以 0

2
lim 

 n

an

n
.              

于是 lim 1 0 0 1n
n

S S


     . 证毕。                                       (3 分)  



第四届全国大学生数学竞赛预赛试题 
（非数学类）参考答案及评分标准 

一、（本题共 5 小题，每小题各 6 分，共 30 分）解答下列各题（要求写出重要步骤）. 

(1) 求极限
2

1

lim( !)n
n

n
→∞

； 

(2) 求通过直线
2 3 2

:
5 5 4 3 0

x y z
L

x y z
0+ − + =⎧

⎨ + − + =⎩
的两个相互垂直的平面 1π 和 2π ，使其中一个平面过点

； (4, 3,1)−

(3) 已知函数 ，且( , ) ax byz u x y e +=
2

0,u
x y
∂

=
∂ ∂

 确定常数 a 和 ，使函数 满足方程 b ( , )z z x y=

2

0z z z z
x y x y
∂ ∂ ∂

− − + =
∂ ∂ ∂ ∂

； 

(4) 设函数 连续可微, , 且( )u u x= (2) 1u = 3( 2 ) ( )
L

x y udx x u udy+ + +∫ 在右半平面上与路径无关，

求 ； ( )u x

(5) 求极限 
13 sinlim

cos
x

xx

tx dt
t t

+

→+∞ +∫ . 

解 

（1）  因为 2 2
1 1 ln( !)

( !)
n

n nn e=                    ……………………………………（1 分） 

而  2

1 1 ln1 ln 2 lnln( !)
1 2

nn
n n

⎛ ⎞≤ + + +⎜ n⎝ ⎠
⎟，且 

lnlim 0
n

n
n→∞

=   ………………………（3 分） 

所以         
1 ln1 ln 2 lnlim 0

1 2n

n
n n→∞

⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即    2

1lim ln( !) 0
n

n
n→∞

= ，   故    
2

1

lim( !)n
n

n
→∞

=1   ……………………………………（2 分） 

（2）过直线 L 的平面束为 

(2 3 2) (5 5 4 3)x y z x y z 0λ μ+ − + + + − + =  

即  (2 5 ) ( 5 ) (3 4 ) (2 3 )x y z 0λ μ λ μ λ μ λ μ+ + + − + + + =  ，…………………………（2 分） 

若平面 1π 过点 (4 ，代入得, 3,1)− 0λ μ+ = ，即 μ λ= − ，从而 1π 的方程为 



                        ，    ……………………………………（2 分） 3 4 1 0x y z+ − + =

若平面束中的平面 2π 与 1π 垂直，则 

3 (2 5 ) 4 ( 5 ) 1 (3 4 ) 0λ μ λ μ λ μ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + =  

解得 3λ μ= − ，从而平面 2π 的方程为 2 5 3x y z 0− − + =  ，………………………………（2 分） 

（3） ( ) ,yax byz ue au x
x x

+∂ ∂⎡ ⎤= + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 ( ) ,ax byz ue bu x y

y y
+ ⎡ ⎤∂ ∂

= + +       ………………（2 分） ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

2

( , ) .ax byz u ue b a abu x y
x y x y

+ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

    ……………………………………（2 分） 

2z z z z
x y x y
∂ ∂ ∂

− − + =
∂ ∂ ∂ ∂

( 1) ( 1) ( 1) ( , )ax by u ue b a ab a b u x y
x y

+ ,⎡ ⎤∂ ∂
− + − + − − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

若使   
2

0,z z z z
x y x y
∂ ∂ ∂

− − + =
∂ ∂ ∂ ∂

 只有 

( 1) ( 1) ( 1) ( ,u ub a ab a b u x y
x y
∂ ∂

− + − + − − +
∂ ∂

) =0， 即 1a b= = . ………………（2 分） 

（4）由 ( ) ( )uyx
y

uxu
x

)2(][ 3 +
∂
∂

=+
∂
∂

得 ( ) uuux =+ '4 3 , 即 241 ux
udu

dx
=−

 
……   .（2 分） 

方程通解为 

           ( ) ( ) ( )CuuCuduuCdueuex uu +=+=+= ∫∫ − 2ln2ln 244
   

. …………………（3 分） 

由 得1)2( =u 0=C , 故 
3/1

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

xu .            ……………………………………（1 分） 

 
（5）因为当 x >1 时， 

 
13 sin

cos
x

x

tx dt
t t

+

+∫
13

1
x

x

dtx
t

+
≤

−∫                 ………………………………（3 分） 

     ( )
3

32 1 2
1

xx x x
x x

≤ − − =
+ −

0( )x→ →∞ ，     ………… ………（2 分） 

所以  
13 sinlim

cos
x

xx

tx dt
t t

+

→∞ +∫ =0。             ……………………… ………（1 分） 

 



二、（本题 10 分）计算  dxxe x |sin|
0

2∫
+∞ −

解   由于 

 =  dxxe
n x |sin|

0

2∫ −π
dxxe

n

k

k

k

x |sin|
1

)1(

2∑∫
=

−

−π

π

                    =   ……………………………………（3 分） xdxe
n

k

k

k

xk sin)1(
1

)1(

21∑∫
=

−

−−−
π

π

应用分部积分法 

         =xdxe
k

k

xk sin)1(
)1(

21∫ −

−−−
π

π

1
5

)1( 22 ππ ee k +−   ………………………………（2 分） 

所以 

     dxxe
n x |sin|

0

2∫ −π

π

ππ
πππ

2

)1(22
2

1

22

1
)1(

5
1)1(

5
1

−

+−−

=

−

−
−

+=+= ∑ e
eeeee

nn

k

k ……………（2 分） 

当 ππ )1( +<≤ nxn 时 

      , dxxe
n x |sin|

0

2∫ −π
≤ dxxe

x x |sin|
0

2∫ − dxxe
n x |sin|

)1(

0

2∫
+ −<

π

令 ，由两边夹法则，得 ∞→n

        =  =dxxe x |sin|
0

2∫
∞ − dxxe

x x

x
|sin|lim

0

2∫ −

∞→ 1
1

5
1

2

2

−
+

π

π

e
e

…………………………（3 分） 

注：如果最后不用夹逼法则，而用
2

2 2
20 0

1 1| sin | lim | sin |
5 1

nx x

n

ee x dx e x dx
e

ππ

π

∞ − −

→∞

+
= =

−∫ ∫ ，需先说明

收敛. dxxe x |sin|
0

2∫
∞ −

三、（本题 10 分）求方程 2 1sin 2 501x x
x
= − 的近似解. 精确到 0.001. 

解 由泰勒公式 2sin( )sin (0 1)
2

tt t tθ θ= − < <
     

…………………………………（2 分） 

令 
1t
x

=  得 2

sin
1 1sin

2
x

x x x

θ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − ， 

代入原方程得 

      

1 sin 2 501
2

x x
x
θ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    即
1501 sin
2

x
x
θ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ……………………………（4 分） 



由此知 ，500x >
10

500x
θ

< <  

1 1 1501 sin 0.001
2 2 1000

x
x x
θ θ⎛ ⎞− = ≤ < =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以，  即为满足题设条件的解               …………………………（4 分） 501x =

四、（本题 12 分）设函数 的二阶可导，且 ，求( )y f x= ''( ) 0, (0) 0, '(0) 0f x f f> = =

3

30

( )lim
( )sinx

x f u
f x u→

，其中 u 是曲线 ( )y f x= 上点 处的切线在( , ( ))p x f x x轴上的截距. 

解：曲线 在点 处的切线方程为 ( )y f x= ( , ( ))p x f x

( ) '( )( )Y f x f x X x− = − , 

令 ，则有0Y =
( )
'( )

f xX x
f x

= − ，由此
( )
'( )

f xu x
f x

= − , ……………………………（3 分） 

且有 

 
0 0 0

( ) (0)
( ) (0)lim lim lim 0( ) (0)'( ) (0)x x x

f x f
f x fxu x f x ff x f

x
→ → →

−
′⎛ ⎞

= − = − = =⎜ ⎟ ′ ′− ′′⎝ ⎠
. …………………（2 分） 

由 ( )f x 在 处的二阶泰勒公式 0x =

2 2 2(0) (0)( ) (0) '(0) ( ) ( )
2 2

f f 2f x f f x x x x xο ο
′′ ′′

= + + + = + ……（2 分） 

得 

2 2

0 0 0

(0) ( )( ) 2lim 1 lim 1 lim
'( ) '( )x x x

f x xu f x
x xf x xf x

ο

→ → →

′′
+

= − = −  

0

1 (0) (1) 1 (0)1 lim 1'( ) '(0)2 2x

f f
f x f f

x

1
(0) 2

ο
→

′′ ′′+
= − = −

− ′′
= …………………（3 分） 

3

30

( )lim
( )sinx

x f u
f x u→

∴

3 2 2

0 03 2 2

(0) ( )
2lim lim 2
(0) ( )
2

x x

fx u u
x

f uu x x

ο

ο
→ →

′′⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

′′⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ……………………（2 分） 

 
 
 



五、（本题 12 分）求最小实数 ，使得满足C
1

0

| ( ) | 1f x dx =∫ 的连续的函数 ( )f x 都有

1

0

( )f x dx C≤∫  

解  由于   
1 1 1

0 0 0
| ( ) | | ( ) | 2 2 | ( ) | 2,f x dx f t tdt f t dt= ≤∫ ∫ ∫ =

1.n

 ………………………（4 分） 

1

0
, ( ) ( 1) , | ( ) | ( )n

n nf x n x f x dx f x dx= + =∫ ∫
1

0
另一方面 取 则 = …………………（3 分） 

1 1

0 0

1 1( ) 2 ( ) 2 2 1 2 ( )
2 2n n

nf x dx tf t dt n
n n
+ ⎛ ⎞= = = − → →⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫而 .∞ …………………（3 分） 

2.C =因此最小的实数                         …………………………………（2 分） 

六、（本题 12 分）设 为连续函数, 。 区域)(xf 0>t Ω是由抛物面 和球面

所围起来的部分. 定义三重积分 

22 yxz +=

2222 tzyx =++ )0( >t

             。 ∫∫∫
Ω

++= dvzyxftF )()( 222

求 的导数 . )(tF )(' tF

解法 1.  记
21 4 1( )

2
tg g t + −

= = , 则Ω在 xy面上的投影为
2 2x y g+ ≤    ….（2 分） 

    在曲线 上任取一点 , 则原点到的点的射线和 轴的夹角

为  

⎩
⎨
⎧

=++
=+

2222

22

:
tzyx

zyx
S ),,( zyx z

arccos arccost
z g
t t

θ = = . 取 0>Δt , 则 ttt Δ+>θθ . 对于固定的 , 考虑积分差

, 这是一个在厚度为

0>t

)()( tFttF −Δ+ tΔ 的球壳上的积分. 原点到球壳边缘上的点的射线和

轴夹角在z tt Δ+θ 和 tθ 之间. 我们使用球坐标变换来做这个积分, 由积分的连续性可知, 存在

)( tΔ=αα , ttt θαθ ≤≤Δ+ , 使得 

           . ……………………（4 分） ∫∫∫
Δ+

=−Δ+
tt

t

drrrfddtFttF θθϕ
απ

sin)()()( 22

0

2

0

这样就有 . 而当 ,  ( ) ∫
Δ+

−=−Δ+
tt

t

drrrftFttF 22 )(cos12)()( απ +→Δ 0t



     
( )cos cos t

g t
t

α θ→ = ,   )()(1 2222 tftdrrrf
t

tt

t

→
Δ ∫

Δ+

. 

故 的右导数为 )(tF

         ( )2 2 2 2( )2 1 ( ) 2 1 1 4 ( )g t t f t t t t f t
t

π π⎛ ⎞− = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  ………………（4 分） 

当 , 考虑 可以得到同样的左导数. 因此 0<Δt )()( ttFtF Δ+−

                ( ) )(4112)(' 22 tfttttF +−+= π     .………………………（2 分） 

 

解法 2.. 令 ,     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

zz

ry

rx

θ
θ

sin

cos

则 : Ω
2 2

0 2
0 r a

r z t r

θ π⎧ ≤ ≤
⎪

≤ ≤⎨
⎪

≤ ≤ −⎩
2

a a t，其中a满足 2 4 2
21 4 1

2
ta + −

=+ = , 
   

………(2 分） 

故有 

 drdzzrfrdzzrfrdrdtF
a at

r

rt

r

a

∫ ∫∫∫∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=+=

−−

0

2222

0

2

0

22

2

22

2

)(2)()( πθ
π

 

…….（2 分） 

从而有 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+++= ∫∫

− aat

a

dr
rt

t
rtrrf

dt

da
dzzafatF

0
22

22222 )()(2)('

22

2

π ….（4 分） 

注意到 222 aat =− , 第一个积分为 0, 我们得到 

   ∫∫
−

−
−=

−
=

aa

rt

rtd
ttfdr

rt
rttftF

0
22

22
2

0
22

2 )(
)(

1
)(2)(' ππ , 

所以 ( ) ( )2 2 2'( ) 2 ( ) ( ) 2 1 1 4 2F t tf t t a tf t t tπ π= − = + − +
. 

 …… ………………（4 分）
 

七、（本题 14 分）设 与 为正项级数， 
1

n
n

a
∞

=
∑

1
n

n
b

∞

=
∑

（1）若
1 1

1lim 0n

n
n n n

a
a b b→∞

+ +

⎛ ⎞
− >⎜ ⎟

⎝ ⎠
，则

1
n

n

a
∞

=
∑ 收敛； 

 （2）若
1 1

1lim 0n

n
n n n

a
a b b→∞

+ +

⎛ ⎞
− <⎜ ⎟

⎝ ⎠
，且

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散，则

1
n

n

a
∞

=
∑ 发散。 



证明：（1）设 
1 1

1lim 2 0n

n
n n n

a
a b b

δ δ
→∞

+ +

⎛ ⎞
− = > >⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 则存在 N ∈Ν ,对于任意的 时, n N≥

1 1

1 1 ,n

n n n

a
a b b

δ
+ +

− >
   

1
1

1

,n n
n

n n

a a a
b b

δ+
+

+

− >
  

1
1

1

1 ( )n n
n

n n

a aa
b bδ

+
+

+

< − ,
  ……………（4 分） 

1 1
1

1 1

1 1( ) ( )
m m

n n N m N
n

n N n N n n N m N

a a a a aa
b b b b bδ δ

+ +
+

= = + +

≤ − ≤ − ≤∑ ∑ 1 ,
δ  

因而 的部分和有上界,从而 收敛.      ………………………………（4 分） 
1

n
n

a
∞

=
∑

1
n

n
a

∞

=
∑

（2）若
1 1

1 1lim( ) 0n

n
n n n

a
a b b

δ
→∞

+ +

− < < 则存在 N ∈Ν ,对于任意的 时, n N≥

                        1

n n

n n

a b
a b+

<
1+       …………………………………（3 分） 

有 

1 1 1
1 1

1

n n n N
n n N

n n n N

b b b b aa a a
b b b b b
+ + +

+ +
−

> > > = N
n

N

b  

于是由 发散,得到 发散.              ………………………………（3 分） 
1

n
n

b
∞

=
∑

1
n

n
a

∞

=
∑
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第三届全国大学生数学竞赛预赛试卷 

参考答案及评分标准 

（非数学类，2011） 

一、（本题共 4 小题，每题 6 分，共 24 分）计算题 

1. 

2
2

0

(1 ) (1 ln(1 ))
lim .

x

x

x e x

x

   
 

解：因为     

2
2(1 ) (1 ln(1 ))xx e x

x

   
=

2
ln(1 ) 2 (1 ln(1 ))

,

x
xe e x

x


  

 

2
2

0

ln(1 )
lim ,
x

e x
e

x


                               ………………………………………………3 分 

2 2
ln(1 ) ln(1 ) 22

2

0 0

1
lim lim

x x
x x

x x

e e e
e

x x

  

 

 
  2

0

2
ln(1 ) 2

lim
x

x
xe

x

 
 

    =
2 2 2

20 0

1
1ln(1 ) 12 lim 2 lim ,

2x x

x x xe e e
x x 

                              ………………5分 

所以 

2
2

0

(1 ) (1 ln(1 ))
lim

x

x

x e x

x

   
=0.                             ………………………………6 分 

2. 设
2

cos cos cos ,
2 2 2n n

a
  

    求 lim .n
n

a


 

解：若 0,  则 lim 1.n
n

a


                                             ……………………1 分 

若 0  ，则当n充分大，使得 2 | |n k 时， 

2
cos cos cos

2 2 2n n
a

  
     =

2

1
cos cos cos sin

2 2 2 2 sin
2

n n

n

   
      

 =
2 1 1

1 1
cos cos cos sin

2 2 2 2 2 sin
2

n n

n

   
      .                       ………………………4 分 

  =
2 2 2 2

1 1
cos cos cos sin

2 2 2 2 2 sin
2

n n

n

   
       =

sin

2 sin
2

n
n




 

这时,      lim n
n

a


 lim
n

sin sin

2 sin
2

n
n

 
 

 .                           ………………………6 分 



 

2 
 

3. 求 sgn( 1)
D

xy dxdy ，其中 {( , ) | 0 2,0 2}D x y x y      

解：设  1

1
{( , ) | 0 ,0 2}

2
D x y x y      

2

1 1
{( , ) | 2,0 }

2
D x y x y

x
      

3

1 1
{( , ) | 2, 2}

2
D x y x y

x
     .                                 ……………………………2 分 

1 2

2

1

2

1 1 2ln 2
D D

dx
dxdy

x

     ，

3

3 2 ln 2
D

dxdy   .                    ………………………4 分 

3 2 3

sgn( 1) 2 4 ln 2
D D D D

xy dxdy dxdy dxdy


       .                     ………………………6 分 

 

4. 求幂级数 2 2

1

2 1

2
n

n
n

n
x






 的和函数，并求级数
2 1

1

2 1

2 n
n

n




 的和. 

解：令 2 2

1

2 1
( )

2
n

n
n

n
S x x







 ，则其的定义区间为 ( 2, 2) . ( 2, 2)x   ， 

12 1 2
2 2

2
1 1 10 0

2 1
( )

2 2 2 2 2

nx x n
n

n n
n n n

n x x x x
S t dt t dt

x

  


  

 
      
    .             …………………2 分 

于是，
2

2 2 2

2
( )

2 (2 )

x x
S x

x x

      
， ( 2, 2)x  .                 …………………………4 分 

2 2

2 1
1 1

2 1 2 1 1 1 10

2 2 92 2

n

n n
n n

n n
S

 


 

          
   

  .                  ………………………………6 分 

二、（本题 2 两问，每问 8 分，共 16 分）设 0{ }n na 
 为数列， ,a  为有限数，求证： 

1. 如果 lim n
n

a a


 ，则 1 2lim n

n

a a a
a

n

  



; 

2. 如果存在正整数 p，使得 lim( )n p n
n

a a 
  ，则 lim n

n

a

n p




 . 

证明：1. 由 lim n
n

a a


 ， 0M  使得 | |na M ，且 10, N   ，当 n > N1 时，

| |
2na a


  .                      ……………………………………4 分 

因为 2 1N N  ，当 n > N2 时， 1( | |)

2

N M a

n


 . 

于是，  1 1 1( | |) ( )

2 2
na a N M a n N

a
n n n

     
   


, 



 

3 
 

所以，  1 2lim n

n

a a a
a

n

  



.                         …………………………………………8 分 

2.对于 0,1, , 1i p  ，令
( )

( 1)
i

n n p i np iA a a    ，易知
( ){ }i
nA 为{ }n p na a  的子列. 

由 lim( )n p n
n

a a 
  ，知

( )lim i
nn

A 


 ，从而
( ) ( ) ( )
1 2lim

i i i
n

n

A A A

n




  



. 

而
( ) ( ) ( )
1 2 ( 1)

i i i
n n p i p iA A A a a       .所以，

( 1)lim n p i p i

n

a a

n
  




 . 

由 lim 0p i

n

a

n



 .知

( 1)lim n p i

n

a

n
 


 .                         ………………………………………12 分 

从而
( 1) ( 1)lim lim

( 1) ( 1)
n p i n p i

n n

a an

n p i n p i n p

   

 
  

   
 

, , ,m n p i    ， (0 1)i p   ，使得m np i  ，且当m时，n  . 

所以， lim m

m

a

m p




 .                         …………………………………………………………16 分 

 

三、（15 分）设函数 ( )f x 在闭区间 [ 1,1]上具有连续的三阶导数，且 1 0f  ( ) ， 1 1f ( ) ， 0 0f  ( ) .

求证：在开区间 ( )1,1 内至少存在一点 0x ，使得 0 3f x ( )  

证. 由马克劳林公式，得 

   31 1
(0)

2 3
f x f f x f x   2( ) (0) ( )

! !
，介于 0与 x 之间，  1, 1x  …3 分 

在上式中分别取 1x  和 1x   , 得  

1 1

1 1
1 1 (0) , 0 1

2 3
f f f f        ( ) (0) ( )

! !
.                       ………………………5分 

2 2

1 1
0 1 (0) (0) , 1 0

2 3
f f f f          ( ) ( )

! !
.                   ………………………7分 

两式相减，得               1 2( ) 6f f   ( ) .                        ………………………10 分 

由于 ( )f x 在闭区间[ 1,1] 上连续，因此 ( )f x 在闭区间[ 2 1,  ]上有最大值 M 最小值 m，从而 

         1 2

1
( ) ( ))

2
m f f M    (                           …………………………………13 分 

再由连续函数的介值定理，至少存在一点 0x ,   2 1[ ] ( 1,1) ，使得 

0 1 2

1
( ) 3

2
f x f f     ( ) ( ( )) .                                       ………………………15 分 



 

4 
 

四、（15 分）在平面上, 有一条从点 )0,(a 向右的射线,线密度为  . 在点 ),0( h 处（其中 h > 0）有一质

量为m 的质点. 求射线对该质点的引力. 

解：在 x轴的 x处取一小段 dx , 其质量是 dx ，到质点的距离为
22 xh  , 这一小段与质点的引力是

2 2

Gm dx
dF

h x





（其中 G 为引力常数）.                                       …………………5分 

这个引力在水平方向的分量为
2 2 3 2( )x

Gm xdx
dF

h x





. 从而 

 
22

2/122
2/322

2

2/322
)(

)(

)(

2)( ah

Gm
xhGm

xh

xdGm

xh

xdxGm
F

a
a

a

x








 



 

 

   ……10 分 

而 dF 在竖直方向的分量为
2 2 3 2( )y

Gm hdx
dF

h x





, 故 

 





 


 



h

a

h

Gm
tdt

h

Gm

th

dthGm

xh

hdxGm
F

h

a

h

aa

y arctansin1cos
sec

sec

)(

2/

arctan

2/

arctan

33

22

2/322

 

 

所求引力向量为 ( , )x yF FF .                                         …………………………15分 

 

五、（15 分）设 ( , )z z x y 是由方程
1 1

( , ) 0F z z
x y

   确定的隐函数，其中 F 具有连续的二阶偏导数，

且 ( , ) ( , ) 0u vF u v F u v  .求证：
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
和

2 2 2
3 3

2 2
( ) 0

z z z
x xy x y y

x x y y

  
   

   
. 

解：在方程
1 1

( , ) 0F z z
x y

   两边分别关于 x 、 y 求偏导，得 

2

1
( ) 0u v

z z
F F

x x x

 
  

 
，

2

1
( ) 0u v

z z
F F

y y y

 
  

 
.      …………………5 分 

由此解得，
2 2

,
( ) ( )

u v

u v u v

F Fz z

x x F F y y F F

 
 

   
 

所以，
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
                            …………………………10 分 

对上式两边关于 x 和 y 分别求偏导，得 



 

5 
 

2 2
2 2

2
2

z z z
x y x

y x xx

  
  

  
，

2 2
2 2

2
2

z z z
x y y

x y yy

  
  

  
 

上面第一式乘以 x 加上第二式乘以 y ，并注意到
2 2 0

z z
x y

x y

 
 

 
，得到 

2 2 2
3 3

2 2
( ) 0

z z z
x xy x y y

x x y y

  
   

   
      …………………………………………15 分 

 

六、（15 分）设函数 )(xf 连续， cba ,, 为常数，是单位球面 1222  zyx . 记第一型曲面积分




 dSczbyaxfI )( . 求证： 



1

1

222 )(2 duucbafI    

解：由的面积为 4 可见：当 cba ,, 都为零时，等式成立.                   …………………2 分 

当它们不全为零时, 可知：原点到平面 0 dczbyax  的距离是  

222

||

cba

d


.                                                   …………………………5 分 

设平面
222

:
cba

czbyax
uPu




 ，其中u 固定. 则 || u  是原点到平面 uP 的距离，从而 

11  u .                                                       …………………………8分 

两平面 uP  和 duuP  截单位球   的截下的部分上, 被积函数取值为

 ucbaf 222  .                                               …………………………10 分 

这部分摊开可以看成一个细长条.  这个细长条的长是
212 u ， 宽是

21 u

du


，它的面积是 du2 ， 故

我们得证.                                                        …………………………15 分 

 

 



第二届中国大学生数学竞赛预赛试卷 

参考答案及评分标准 

（非数学类，2010） 
 

 
一（本题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分）、计算下列各题（要求写出重要步骤）. 

(1)  设 2(1 ) (1 ) (1 )
n

n
2x a a a= + ⋅ + +" ，其中 1<|a| ，求 . nn

x
∞→

lim

解    将 nx   恒等变形 

2 2 1(1 )(1 ) (1 ) (1 )
1

n

nx a a a a
a

= − + ⋅ + +
−

"   2 2 2 1(1 ) (1 ) (1 )
1

n

a a a
a

= − ⋅ + +
−

"  

                4 4 2 1(1 ) (1 ) (1 )
1

n

a a a
a

= − ⋅ + +
−

"  

121
1

n

a
a

+

−
=

−
， 

由于 ，可知1<|a| 2lim 0
n

n
a

→∞
= ，从而 

                                                     
a

xnn −
=

∞→ 1
1lim .         

(2)  求 lim
x

x

x
e

x
−

→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

11 . 

          解    lim
x

x

x
e

x
−

→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

11 = 11lim 1
xx

x
e

x
−

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦  

                =
1exp lim ln 1 1

x

x
x

x→∞

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
=

1exp lim ln 1 1
x

x x
x→∞

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 

                = 2 2

1 1 1exp lim ( ) 1
2x

x x
x x x

ο
→∞

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞− + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
= 2

1
−

e . 

(3)  设 ，求0s >
0

sx n
nI e x dx

+∞ −= ∫ ( 1, 2,n )= " . 

解    因为 时，0s > lim 0sx n

x
e x−

→+∞
= ，所以， 

100 0

1 1n sx n sx sx n
n n

nI x de x e e dx I
s s

+∞ +∞+∞− − −

s −
⎡ ⎤= − = − − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

由此得到， 1 2 0 1

1 !
n n n n n

n n n n nI I I I
s s s s s− −

!
+

−
= = ⋅ = = ="  

 

1 
 



(4)  设函数 f ( t )有二阶连续的导数， 2 2r x y= + ，
1( , ) ( )g x y f
r

= ，求
2 2

2 2 .g g
x y

∂ ∂+
∂ ∂

 

解    因为 ,r x r y
x r y r

∂ ∂= =
∂ ∂

，所以 

3

1( )g x f
x r r

∂ ′=−
∂

，
2 2 2 2

2 6 5

1 2 1( ) ( ).g x x yf f
x r r r r

∂ −′′ ′= +
∂  

利用对称性，
2 2

2 2 4 3

1 1 1 1( ) ( )g g f f
x y r r r r

∂ ∂ ′′ ′+ = +
∂ ∂

 

(5)  求直线 1

0
:

0
x y

l
z
− =⎧

⎨ =⎩
  与直线 2

2 1:
4 2

x y zl 3
1

− − −
= =

− −
的距离. 

解    直线 的对称式方程为1l 1 :
1 1 0
x y zl = = .  记两直线的方向向量分别为

， ，两直线上的定点分别为 和 ，

. 

1 (1 0)l =
G

a P= =
G J J

,1,

1 2P
JJG

2 (4, 2, 1)l = − −
JG

(2,1,3)

1(0,0,0)P 2 (2,1,3)P

1 2 ( 1,1, 6)l l× = − −
G JG

.  由向量的性质可知，两直线的距离

1 2

1 2

( ) | 2 1 18 | 19 1
21 1 36 38

a l ld
l l
⋅ × − + −

= = = =
+ +×

G G JG
G JG 9

 

 

二（本题共 15 分）、  设函数 在)(xf )( +∞−∞, 上具有二阶导数，并且

( ) 0,f x′′ > lim ( ) 0
x

f x α
→+∞

′ = > ， lim
x

( )f x 0β
→−∞

′ = < ，且存在一点 ，使得 .   0x 0)( 0 <xf

证明：方程 0)( =xf 在 恰有两个实根. )( +∞−∞,

证 1.    由 lim ( ) 0
x

f x α
→−∞

′ = > 必有一个充分大的 ，使得0xa > ( ) 0f a′ > . 

( ) 0f x′′ > 知 是凹函数，从而( )y f x= ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f a f a x a x a′> + − >  

当 x →+∞时， ( ) ( )( )f f a x a′+∞ + − → +∞ . 

故存在 ，使得 ab >

                                                              ………………    （6 分）   ( ) ( ) ( )( ) 0f b f a f a b a′> + − >

2 
 



同样，由 lim ( ) 0
x

f x β
→−∞

′ = < ，必有 0c x< ，使得 ( ) 0f c′ < . 

( ) 0f x′′ > 知 是凹函数，从而( )y f x= ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f c f c x c x c′> + − <  

当 x →−∞时， ( ) ( )( )f f c x c′−∞ + − → +∞ . 

故存在 d ，使得 c<

                                            ……………………      （10 分） ( ) ( ) ( )( ) 0f d f c f c d c′> + − >

在 0[ , ]x b 和 利 用 零 点 定 理 ，0[ , ]d x 1 0( , )x x b∃ ∈ ， 2 ( , )0x d x∈ 使 得

                                                                    ………………………  （12 分） 1( ) 2 ) 0= =(f x f x

下面证明方程 在0)( =xf )( +∞−∞, 只有两个实根. 

用反证法.  假设方程 0)( =xf 在 )( +∞−∞,

]2 32 x,x

内有三个实根，不妨设为 ，

且 .  对 在区间[ 和[ ]上分别应用洛尔定理，则各至少

存在一点 （

321 x,x,x

321 xxx <<

1ξ

)(xf

1 xξ <

1 ,x

2

x

1x < ）和 （2ξ 322 xξx << ），使得 =)( 1ξf'

(ξη

0

0=

)2ξ<

)( 2ξf'

1 η<

.  再将

在区间 [ 上使用洛尔定理，则至少存在一点 ，使

.  此与条件 矛盾.  从而方程

)(x

0)( =η

f'

f"

]2ξ

′′

1 ,ξ

( ) 0f x > )( =xf 在 )+∞,(−∞ 不能多于两

个根.                                                                                                        ……………………（15 分） 

 

证 2.  先证方程 至少有两个实根. 0)( =xf

由 lim ( ) 0
x

f x α
→+∞

′ = > ，必有一个充分大的 ，使得0xa > ( ) 0f a′ > . 

因 在)(xf )( +∞−∞, 上具有二阶导数，故 ( )f x′ 及 ( )f x′′ 在 )( +∞−∞, 均连续.  由

拉格朗日中值定理，对于 ax >   有 

( ) [ ( ) ( )( )]f x f a f a x a′− + − = ( ) ( ) ( )( )]f x f a f a x a′− − −  

            = ( )( ) ( )( )f x a f a x aξ′ ′− − − = [ ( ) ( )]( )f f a x aξ′ ′− −  

            = ( )( )( )f a x aη ξ′′ − − . 

其中 xηa,xξa <<<< .  注意到 ( ) 0f η′′ > （因为 ( ) 0f x′′ > ），则 

3 
 



                                ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f a f a x a x a′> + − >  

又因   故存在 ，使得 ( ) 0,f a′ > ab >

                              ( ) ( ) ( )( ) 0f b f a f a b a′> + − >                                     …………………（6 分） 

          又已知 ，由连续函数的中间值定理，至少存在一点  

使得 

0)( 0 <xf )( 101 bxxx <<

0)( 1 =xf .  即方程 在0)( =xf )( 0 +∞,x 上至少有一个根       ………………（7 分） 1x

        同理可证方程 在0)x( =f )( 0x,−∞ 上至少有一个根 2x .          ………………（12 分） 

        下面证明方程 在0)( =xf )( +∞−∞, 只有两个实根.（以下同证 1）.……（15 分） 

 

三（本题共 15 分）、设函数 ( )y f x= 由参数方程
22

( )
x t t
y tψ

⎧ = +
⎨

=⎩
(t > −1)所确定.  且

2

2

3
4(1 )

d y
dx t

=
+

，其中 ( )tψ 具有二阶导数，曲线 )(ty ψ= 与
2

1

t

∫
2uy e d−= +

3
2

u
e
在

处相切.  求函数

1=t

(t)ψ . 

解  因为
( )

2 2
dy t
dx t

ψ ′
=

+
，

( )

2

22 3

1 (2 2 ) ( ) 2 ( ) (1 ) ( ) ( )
2 2 4(1 )2 2

d y t t t t t t
dx t tt

ψ ψ ψ ψ′′ ′ ′′ ′+ − + −
= ⋅ =

+ ++
， 

                                                       ………………（3 分） 

由 题 设
2

2

3
4(1 )

d y
dx t

=
+

， 故 3

(1 ) ( ) ( ) 3
4(1 ) 4(1 )

t t t
t t

ψ ψ′′ ′+ −
=

+ +
， 从 而

，即   2(1 ) ( ) ( ) 3(1 )t t t tψ ψ′′ ′+ − = +
1( ) ( ) 3(1 ).

1
t t

t
tψ ψ′′ ′− = +

+  

设 ( )u tψ ′= ，则有
1 3(1 )

1
u u

t
′ − = +

+
t ， 

1 1
11 1

1 13(1 ) (1 ) 3(1 )(1 ) (1 )(3 ).
dt dt

t tu e t e dt C t t t dt C t t C
− −+ +

⎡ ⎤∫ ∫ ⎡ ⎤= + + = + + + + = +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ 1+

                                                                                                                    …………（9 分） 

由 曲 线 )(ty ψ= 与
2

2

1

3
2

t uy e du
e

−= +∫ 在 1=t 处 相 切 知
3(1)
2e

ψ = ，

2(1)
e

ψ ′ = .                                                                                                ………………（11 分） 

4 
 



所以
1

2(1)
t

u
e

ψ
=

′= = ，知 31
1 −=

e
C . 

∫ ∫ ++
+

+=+++=++= 21
213

11
2

1 2
3))3(3()3)(1()( CtCtCtdtCtCtdtCtttψ ，由

e2
3)1( =ψ ，知 ，于是22 =C 3 21 1( ) ( 3) 2 ( 1)

2
t t t t t

e e
ψ = + + − + > − .…（15 分） 

 

四（本题共 15 分）、设
1

0,
n

n n
k

a S
=

> = ka∑ ，证明： 

（1）当 1α > 时，级数
1

n

n n

a
Sα

+∞

=
∑ 收敛； 

（2）当 1α ≤ ，且 （n ）时，级数nS →∞ →∞
1

n

n n

a
Sα

+∞

=
∑ 发散. 

证明   令 1
1( ) , [ , ]n nf x x x S Sα−
−= ∈ .  将 ( )f x 在区间 上用拉格朗日中值定

理， 

1[ ,n nS S− ]

)存在 1( ,n nS Sξ −∈  

1 1( ) ( ) ( )( )n n n nf S f S f S Sξ− −′− = −  

即                                                                   ………………（5 分） 1 1
1 (1 )n nS Sα α αα ξ− − −
−− = − na

（1）当 1α > 时， 1 1
1

1 1 ( 1) ( 1)n n

n n

a a
S S Sn
α α αα α

ξ− −
−

− = − ≥ − α .  显然 1 1
1

1 1

n nS Sα α− −
−

⎧ ⎫
−⎨ ⎬

⎩ ⎭
的

前 n 项和有界，从而收敛，所以级数
1

n

n n

a
Sα

+∞

=
∑ 收敛.                      ……………（8 分） 

（2）当 1α = 时，因为 ， 单调递增，所以 0na > nS

1 1

1 1
n p n p

n p nk n
k

k n k nk n p n p n

S Sa Sa
S S S S

+ +
+

= + = + p+ + +

−
≥ = = −∑ ∑  

因为 对任意 n，当nS →+∞ p∈` 1
2

n

n p

S
S +

< ，从而
1

1
2

n p
k

k n k

a
S

+

= +

≥∑ .  所以级数

1

n

nn

a
Sα

+∞

=
∑

 
发散.                                                                              ………………（12 分） 

当 1α < 时， n

n n

a a
S Sα ≥ n .  由

1

n

n n

a
S

+∞

=
∑ 发散及比较判别法，

1

n

n n

a
Sα

+∞

=
∑ 发散.………（15 分） 

5 
 



 

五（本题共 15 分）、设 l 是过原点，方向为 ( , （其中 ）的直

线，均匀椭球

, )α β γ 2 2 2 1α β γ+ + =

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c
+ + ≤ （其中 0 < c < b < a ，密度为 1）绕 l 旋转. 

(1)  求其转动惯量；(2) 求其转动惯量关于方向 ( , 的最大值和最小值. , )α β γ

解    (1)  设旋转轴 l 的方向向量为 ，椭球内任意一点 P(x,y,z)的径向量

为 ，则点 P 到旋转轴 l 的距离的平方为 

( , , )α β γ=l

r

( )22 2 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 ) 2 2 2d x y z xy yz xzα β γ αβ βγ α= − ⋅ = − + − + − − − −r r l γ  

由积分区域的对称性可知 

(2 2 2 ) 0xy yz xz dxdydzαβ βγ αγ
Ω

+ + =∫∫∫ ，其中
2 2 2

2 2 2( , , ) 1x y zx y z
a b c

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪Ω= + + ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭  
………………（2 分） 

而 2 2 2

2 2 2

2 3
2 2 2

21

41
15

a a

y z x
b c aa a

x a bcx dxdydz x dx dydz x bc dx
a

ππ
+ ≤ −

Ω − −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫    

（或
2 1 3

2 2 2 2 2 2

0 0 0

4sin cos sin
15

a bcx dxdydz d d a r abcr dr
π π πθ ϕ ϕ θ ϕ

Ω

= ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ） 

3
2 4

15
ab cy dxdydz π

Ω

=∫∫∫ ，

3
2 4

15
abcz dxdydz π

Ω

=∫∫∫
                       

……………（5 分） 

由转到惯量的定义 

( )2 2 2 2 24 (1 ) (1 ) (1 )
15l
abcJ d dxdydz a b cπ α β γ

Ω

= = − + − + −∫∫∫ 2 2

c

……………（6 分） 

 

(2)  考虑目标函数     在约束   

    下的条件极值. 

2 2 2 2 2 2( , , ) (1 ) (1 ) (1 )V a bα β γ α β γ= − + − + −

2 2 2 1α β γ+ + =

设拉格朗日函数为 

2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , , ) (1 ) (1 ) (1 ) ( 1)L a b cα β γ λ α β γ λ α β γ= − + − + − + + + −      

…………………（8 分） 

令 ， ， ， 22 ( ) 0L aα α λ= − = 22 ( ) 0L bβ β λ= − = 22 ( ) 0L cγ γ λ= − =

2 2 2 1 0Lλ α β γ= + + − =  

6 
 



解得极值点为 ， ，       .……（12 分） 2
1( 1,0,0, )Q a± 2

2(0, 1,0, )Q b± 2
3(0,0, 1, )Q ± c

比较可知，绕 z 轴（短轴）的转动惯量最大，为 ( )2 2
max

4
15
abcJ aπ= +b ；绕

x 轴（长轴）的转动惯量最小，为 ( 2 2
min

4
15
abcJ bπ= )c+ .              ………（15 分） 

 

六（本题共 15 分）、设函数 ( )xϕ 具有连续的导数，在围绕原点的任意光滑的简

单闭曲线 C 上，曲线积分 4 2

2 (

C

)xydx x dy
x y

ϕ+
+∫

1

的值为常数. 

(1) 设 为正向闭曲线 .  证明: L 2 2( 2)x y− + = 4 2

2 ( ) 0
L

xydx x dy
x y

ϕ+ =
+∫ ； 

(2)  求函数 ( )xϕ ； 

(3)  设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线，求 4 2

2 (

C

)xydx x dy
x y

ϕ+
+∫ . 

解  (1)  设 4 2

2 ( )

L

xydx x dy I
x y

ϕ+ =
+∫ ，闭曲线 L 由 , 1,iL i 2= 组成.  设 0L 为不经过原点

的光滑曲线，使得 0 1L L−∪ （其中 1L− 为 1L 的反向曲线）和 0 2L L∪ 分别组成围绕

原点的分段光滑闭曲线 ,C i 1, 2i = .  由曲线积分的性质和题设条件 

1 2 2 0 0 1

4 2 4 2 4 2

2 ( ) 2 ( ) 2 (

L L L L L L L

)xydx x dy xydx x dy xydx x dy
x y x y x y

ϕ ϕ
−

+ += + = + − −
+ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ϕ+

+

      1 2

4 2

2 ( ) 0
C C

xydx x dy I I
x y

ϕ+= + = − =
+∫ ∫

                                                     

  ……………（5 分） 

      (2)  设 4 2 4

2 (( , ) , ( , ) 2

)xy xP x y Q x y
x y x

ϕ= =
+ + y

. 

令
Q P
x y

∂ ∂=
∂ ∂

， 即    
4 2 3 5

4 2 2 4 2 2

( )( ) 4 ( ) 2 2
( ) (

2

)
x x y x x x xy

x y x y
ϕ ϕ′ + − −=

+ +
， 解 得

2( )x xϕ =−
                                                                                       

……………………（10 分） 

(3)  设 D 为正向闭曲线 所围区域，由(1) 4 2:aC x y+ =1
7 

 



2

4 2 4 2

2 ( ) 2

aC C

xydx x dy xydx x dy
x y x y

ϕ+ −=
+ +∫ ∫

                                         

…………………（12 分） 

利用 Green公式和对称性， 

2
4 2

2 ( ) 2 4
a aC C D

xydx x dy xydx x dy x dxdy
x y

（
ϕ+ = − = − =
+∫ ∫ ∫∫ ) 0

   

…………………（15 分） 

 

8 
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首届中国大学生数学竞赛赛区赛试卷解答 

（非数学类，2009） 
 

考试形式：  闭卷      考试时间：  120 分钟   满分：   100   分.  

 

题 号 一 二 三 四 五 六 七 八 总分 

满 分 20 5 15 15 10 10 15 10 100 

得 分          

注意：1、所有答题都须写在此试卷纸密封线右边，写在其它纸上一律无效. 

      2、密封线左边请勿答题，密封线外不得有姓名及相关标记. 
 
 

一、 填空题（每小题 5 分，共 20 分）. 

（1）计算 dxdy
yx

x
yyx

D∫∫ −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

1

1ln)(
=_____________，其中

区域D由直线 1=+ yx 与两坐标轴所围三角形区域. 

（ 2 ） 设  ( )f x 是 连 续 函 数 ， 满 足  
22

0
( ) 3 ( ) 2f x x f x dx= − −∫ ， 则

( )f x =___________________. 

（ 3 ）  曲面
2

2 2
2
xz y= + −  平行平面  2 2 0x y z+ − =  的切平面方程是

________________________. 

（4）设函数 ( )y y x= 由方程 ( ) ln 29f y yxe e= 确定，其中 f 具有二阶导数，

且 1f ′ ≠ ，则

2

2

d y
dx =____________________. 

 

答案：
16
15

 ， 2 103
3

x − ， 2 2 5 0x y z+ − − = ，
2

2 3
[1 ( )] ( )

[1 ( )]
f y f y

x f y
′ ′′− −

−
′−

. 

 

得  分  

评阅人
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二、（5 分）求极限 
2

0
lim( )

ex x nx
x

x

e e e
n→

+ + +"
 ，其中 n是给定

的正整数. 

解：原式
2

0
limexp{ ln( )}

x x nx

x

e e e e
x n→

+ + +
=

"  

            
2

0

(ln( ) ln )exp{lim }
x x nx

x

e e e e n
x→

+ + + −
=

"    ………………….….…（2 分） 

其中大括号内的极限是 0
0

 型未定式，由 L Hospital′ 法则，有 

2

0

(ln( ) ln )lim
x x nx

x

e e e e n
x→

+ + + −"
20

( 2 )lim
x x nx

x x nxx

e e e ne
e e e→

+ + +
=

+ + +
"
"

 

   (1 2 ) 1( )
2

e n n e
n

+ + + +
= =

"  

于是  原式=

1( )
2

n e
e

+

 .          ……………………………………..…………..…(5 分) 

 

三 、（ 15 分 ） 设 函 数  ( )f x 连 续 ,
1

0
( ) ( )g x f xt dt= ∫ ， 且 

0

( )lim
x

f x A
x→

=  , A为常数，求 ( )g x′ 并讨论 ( )g x′  

在 0x = 处的连续性. 
 

解：由题设，知 (0) 0f = ， (0) 0g = .           …………….…………...…(2 分) 

令u xt= ，得 0
( )

( )

x
f u du

g x
x

= ∫   ( 0)x ≠ ，……………………………………..……（5 分） 

从而  0
2

( ) ( )
( )

x
xf x f u du

g x
x

−
′ = ∫   ( 0)x ≠ …………………………………….……(8 分) 

由导数定义有 

0
20 0

( ) ( )(0) lim lim
2 2

x

x x

f u du f x Ag
x x→ →

′ = = =∫  ……………………………………….……(11分)  

由于 0 0
2 20 0 0 0

( ) ( ) ( )( )lim ( ) lim lim lim (0)
2 2

x x

x x x x

xf x f u du f u duf x A Ag x A g
x x x→ → → →

−
′ ′= = − = − = =∫ ∫

， 

从而知 ( )g x′  在 0x = 处连续.  …………………………………………….……….(15 分) 

得  分  

评阅人  

得  分  

评阅人  
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四、（15 分）已知平面区域 {( , ) | 0 ,0 }D x y x yπ π= ≤ ≤ ≤ ≤  ，

L为D的正向边界，试证： 

（1）
sin sin sin siny x y x

L L

xe dy ye dx xe dy ye dx− −− = −∫ ∫v v  ； 

（2） sin sin 25
2

y x

L

xe dy ye dx π−− ≥∫v . 

证法一：由于区域 D 为一正方形，可以直接用对坐标曲线积分的计算法计算. 

(1) 左边
0sin sin sin sin

0 0
( )y x x xe dy e dx e e dx

π π

π
π π π− −= − = +∫ ∫ ∫  ，  ...…(4 分) 

右边
0sin sin sin sin

0 0
( )y x x xe dy e dx e e dx

π π

π
π π π− −= − = +∫ ∫ ∫  ，……..…（8 分） 

所以 
sin sin sin siny x y x

L L

xe dy ye dx xe dy ye dx− −− = −∫ ∫v v  . ……………………………(10 分) 

(2) 由于 
sin sin 22 sinx xe e x−+ ≥ +  ，  …….…………………….…...(12 分) 

sin sin sin sin 2

0

5( )
2

y x x x

L

xe dy ye dx e e dx
π

π π− −− = + ≥∫ ∫v  .  ……..…….…(15 分) 

证法二：（1）根据 Green公式，将曲线积分化为区域D上的二重积分 

sin sin sin sin( )y x y x

L D

xe dy ye dx e e dδ− −− = +∫ ∫∫v   ……………………………...… (4 分) 

sin sin sin sin( )y x y x

L D

xe dy ye dx e e dδ− −− = +∫ ∫∫v     ………………………………(8 分) 

因为 关于 y x=  对称，所以 sin sin sin sin( ) ( )y x y x

D D

e e d e e dδ δ− −+ = +∫∫ ∫∫  ，故 

sin sin sin siny x y x

L L

xe dy ye dx xe dy ye dx− −− = −∫ ∫v v  .     ………………….…… (10 分) 

    (2) 由 
2

2

0
2 2

(2 )!

n
t t

n

te e t
n

∞
−

=

+ = ≥ +∑  

sin sin sin sin sin sin 25( ) ( )
2

y x y x x x

L D D

xe dy ye dx e e d e e dδ δ π− − −− = + = + ≥∫ ∫∫ ∫∫v . 

                                                 …….……….……(15 分) 
 
 
 
 
 

得  分  

评阅人
 



第 4 页（ 共 6 页） 

 

五、（ 10 分）已知  
2

1
x xy xe e= +  ， 2

x xy xe e−= +  ，

2
3

x x xy xe e e−= + − 是某二阶常系数线性非齐次微分方程的三

个解，试求此微分方程. 

解：根据二阶线性非齐次微分方程解的结构的有关知识，由题设可知：
2xe 与 xe−

是

相应齐次方程两个线性无关的解，且 xxe 是非齐次的一个特解.因此可以用下述两种解

法                 ………………………………………………………….…...……(6分) 

解法一： 故此方程式 2 ( )y y y f x′′ ′− − =   ………………….……..……..……(8 分)  

 将 xy xe=  代入上式，得 

( ) ( ) ( ) 2 2 2 2x x x x x x x x x xf x xe xe xe e xe e xe xe e xe′′ ′= − − = + − − − = −  ， 

因此所求方程为 2 2x xy y y e xe′′ ′− − = −  .   ……………………………………… …(10 分) 

解法二：故 2
1 2

x x xy xe c e c e−= + +  ，是所求方程的通解，……………………(8 分)  

由
2

1 22x x x xy e xe c e c e−′ = + + −  ， 2
1 22 4x x x xy e xe c e c e−′′ = + + +  ，消去 1 2,c c  得所求方程

为 2 2x xy y y e xe′′ ′− − = − .   ……………………………………………………....…(10 分) 

六、（10 分）设抛物线 2 2 lny ax bx c= + + 过原点，当 0 1x≤ ≤

时， 0y ≥ ，又已知该抛物线与 x 轴及直线 1x = 所围图形的面

积为 
1
3 . 试确定 , , ,a b c  使此图形绕 x轴旋转一周而成的旋转体的体积 V 最小. 

解： 因抛物线过原点，故 1c =  

由题设有 
1 2

0

1( )
3 2 3
a bax bx dx+ = + =∫ .即 

2 (1 )
3

b a= −  ，………..………….…(2 分) 

而  
1 2 2 2 2

0

1 1 1( ) [ ]
5 2 3

V ax bx dx a ab bπ π= + = + +∫  

 2 21 1 1 4[ (1 ) (1 ) ]
5 3 3 9

a a a aπ= + − + ⋅ − .      …………………….…………….…(5 分) 

令   
2 1 2 8[ (1 )] 0
5 3 3 27

dv a a a
da

π= + − − − = ， 

得 
5
4

a = −  ，代入 b 的表达式 得 
3
2

b = .   所以 0y ≥ ， ……………..…………(8 分) 

 

得  分  

评阅人  

得  分  

评阅人  
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又 因  
2

52
4

2 2 8 4| [ ] 0
5 3 27 135a

d v
da

π π
=−

= − + = >  及 实 际 情 况 ， 当

5 3, , 1
4 2

a b c= − = =  时，体积最小.          ………….……….…(10 分) 

 

七、（15 分）已知 ( )nu x  满足 

 
1( ) ( ) n x

n nu x u x x e−′ = + （ n为正整数）， 

且 (1)n
eu
n

= ，求函数项级数 
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 之和. 

解：先解一阶常系数微分方程，求出 ( )nu x 的表达式，然后再求
1

( )n
n

u x
∞

=
∑  

的和. 

由已知条件可知 1( ) ( ) n x
n nu x u x x e−′ − =  是关于 ( )nu x 的一个一阶常系

数线性微分方程，故其通解为 

1( ) ( ) ( )
n

dx dxn x x
n

xu x e x e e dx c e c
n

−−∫ ∫= + = +∫  ， ……………..…..(6 分) 

由条件 (1)n
eu
n

= ，得 0c = ，故 ( )
n x

n
x eu x

n
= ， 

从而 
1 1 1

( )
n x n

x
n

n n n

x e xu x e
n n

∞ ∞ ∞

= = =

= =∑ ∑ ∑ .  …………….……..……...…(8 分) 

1
( )

n

n

xs x
n

∞

=

=∑ ， 其 收 敛 域 为  [ 1, 1)− ， 当  ( 1, 1)x∈ − 时 ， 有

1

1

1( )
1

n

n
s x x

x

∞
−

=

′ = =
−∑  ，………………………..…………………….….(10 分) 

故 
0

1( ) ln(1 )
1

x
s x dt x

t
= = − −

−∫  . ………………..…………………(12分) 

当 1x = − 时， 1

1
( ) ln 2n

n
u x e

∞
−

=

= −∑ .  …………………………...…(13 分) 

于是，当 1 1x− ≤ < 时，有 
1

( ) ln(1 )x
n

n
u x e x

∞

=

= − −∑ .  ……….…..…(15 分)

得  分  

评阅人  
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八、（10 分）求 1x → −  时，与
2

0

n

n

x
∞

=
∑ 等价的无穷大量. 

 

解：
2 2 2

0 0
0

1t n t

n

x dt x x dt
∞+∞ +∞

=

≤ ≤ +∑∫ ∫ ，  ………………….…………….….….…(3 分) 

2
2

1ln

0 0

tt xx dt e dt
−+∞ +∞

=∫ ∫     ………………….…….………….....….(7 分) 

 

2

0

1 1
121 lnln

te dt

xx

π+∞ −= =∫
1
2 1 x

π
−

∼ .    ……………………….…...(10 分) 

得  分  

评阅人  


