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555¿¿¿:
1. ¤k�KÑL�3IO�K�þ,�3�Áò½Ù§�þþÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�!(�K 15©) �Ø��"� a, b, c ∈ R,¦��
�©

µ�<

x− 1

a
=
y − 1

b
=
z − 1

c
7z¶^=¤��^=¡�§.

)))���. �: M1(0, 0, 0),�� ~s1 = (0, 0, 1),K z¶��� L1:

x

0
=
y

0
=
z

1
.

�� L2
x− 1

a
=
y − 1

b
=
z − 1

c

L:M2(1, 1, 1),���~s2 = (a, b, c).

~s1, ~s2,
−−−−→
M1M2�·ÜÈ� (

~s1, ~s2,
−−−−→
M1M2

)
= a− b.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

(1). � a = b�, L2� L1�¡. ©±en«�¹?Ø.

1). � ~s1 · ~s2 = 0,= c = 0�, L2� L1R�,d�¤��^=¡´ z = 1�²¡.

1



� ~s1 · ~s2 6= 0,= c 6= 0�, L2� L1²1½ö��u�:,u´k±eü«�/.

2). � L2²1u L1�,¤��^=¡´���Î¡ x2 + y2 = 2.

3). � L1 � L2 ��u�:�,¤��^=¡����I¡,º:�§���:

(0, 0, a−c
a

)�I¡�§x2 + y2 − 2a2

c2
(z − a−c

a
) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

(2). � a 6= b�,= L2 � L1 Ø�¡�,Äk�Ä L2 � L1 ØR����/. �

M0(x0, y0, z0)�L2 þ�?¿�:, M(x, y, z)�L M0 �^=¡þ���þ

�?¿�:,Kk 
−−−→
M0M · −→s 1 = 0,∣∣∣−−−−→M1M0

∣∣∣ =
∣∣∣−−−→M1M

∣∣∣,
x0−1
a

= y0−1
b

= z0−1
c
.

dd�� 

z − z0 = 0,

x2 + y2 + z2 = x20 + y20 + z20 ,

x0 = 1 + at,

y0 = 1 + bt,

z0 = 1 + ct,

Ù¥ t ∈ R�ëê. Ï L1 � L2 ØR�,d ~s1 · ~s2 = c 6= 0,�� t = z0−1
c

= z−1
c

,

±9

x2 + y2 =x20 + y20

=
[
1 +

a

c
(z − 1)

]2
+

[
1 +

b

c
(z − 1)

]2
=Az2 +Bz + C,

Ù¥

A =
a2 + b2

c2
, B =

a(c− a) + b(c− b)
c2

, C =
(c− a)2 + (c− b)2

c2
.

²O���

AC −B2 =
(a− b)
c2

> 0.

2
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5¿� A > 0,±9

x2 + y2 =Az2 + 2Bz + C

=A

(
z +

B

A

)2

+
AC −B2

A

��
A

AC −B2

(
x2 + y2

)
− A2

AC −B2

(
z +

B

A

)
= 1.

§´^=ü�V¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13©)

� L1 � L2 �É¡���R��, c = 0. ¤�^=¡´�������

�(�»� L1� L2�m�ål
|a−b|√
a2+b2

)�²¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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�!(�K 15©) � B ⊂ Rn (n ≥ 2)´ü m¥§
�©

µ�<

¼ê u, v3 B þëY,3 B S��ëY��,÷v
−∆u− (1− u2 − v2)u = 0, x ∈ B,

−∆v − (1− u2 − v2)v = 0, x ∈ B,

u(x) = v(x) = 0, x ∈ ∂B,

Ù¥, x = (x1, x2, . . . , xn), ∆u =
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+ · · · + ∂2u

∂x2n
, ∂B L« B �>.. y²:

u2(x) + v2(x) ≤ 1 (∀x ∈ B).

yyy²²². P w = w(x) = u2(x) + v2(x),K w÷v¯K−∆w − 2(1− w)w = −2(|∇u|2 + |∇v|2), x ∈ B,

w(x) = 0, x ∈ ∂B.
(1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

w,§w(x) ∈ C2(B)
⋂
C(B). ¤±§w(x)7,3 B þ�����.����

:� x1.

e x1 ∈ B,K ∇w(x1) = 0, −∆w(x1) ≥ 0. u´d£1¤��,3 x1?§

0 ≤ −∆w ≤ 2(1− w)w − 2(|∇u|2 + |∇u|2) ≤ 2(1− w)w.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

 w(x1) ≥ 0,�þªL² w(x1) ≤ 1.

e x1 ∈ ∂B,Kd£1¤§w(x1) = 0.

nÜ�§ðk 0 ≤ w ≤ 1, x ∈ B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

2
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��� n!(�K 15 ©) � f(x) = x2021 + a2020x
2020 +

�©

µ�<

a2019x
2019 + · · · + a2x

2 + a1x + a0 ��Xêõ�ª, a0 6= 0.

�é?¿ 0 ≤ k ≤ 2020k |ak| ≤ 40,y²: f(x) = 0��Ø

�U��¢ê.

yyy²²². � f(x) = 0 � 2021 ��©O� x1, x2, . . . , x2021. du a0 6= 0, ¤± xi 6= 0,

1 ≤ i ≤ 2021. e x1, x2, . . . , x2021Ñ´¢ê,d CauchyØ�ªk
2021∑
i=1

x2i ·
2021∑
i=1

1

x2i
≥

(
2021∑
i=1

xi ·
1

xi

)2

= 20212.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

d Vieta½n,
2021∑
i=1

xi = −a2020,
∑

1≤i<j≤2021

xixj = a2019,

dd��

2021∑
i=1

x2i =

(
2021∑
i=1

xi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤2021

xixj = a22020 − 2a2019.

5¿� 1
x1
, 1
x2
, . . . , 1

x2021
´õ�ª

g(x) = x2021f

(
1

x

)
= a0x

2021 + a1x
2020 + a2x

2019 + · · ·+ a2019x
2 + a2020x+ 1

��.UYd Vieta½n,
2021∑
i=1

1

xi
= −a1

a0
,

∑
1≤i<j≤2021

1

xi
· 1

xj
=
a2
a0
,

¤±
2021∑
i=1

1

x2i
=

(
2021∑
i=1

1

xi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤2021

1

xi
· 1

xj
=
a21
a20
− 2a2

a0
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

Ï�é?¿ 0 ≤ k ≤ 2020k |ak| ≤ 40,q a0��"�ê,� |a0| ≥ 1,¤±
2021∑
i=1

x2i ·
2021∑
i=1

1

x2i
= (a22020−2a2019)

(
a21
a20
− 2a2

a0

)
≤ (402+2·40)(402+2·40) = 16802,

gñ. y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

2
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o! (�K 20©)� P �é¡jÝ
,y²: �3�
�©

µ�<

_EÝ
 Q¦� P = QQ−1.

)))���. � P � n �Ý
. Ï� P �jÝ
, g,��5Ý
, ¤±�3jÝ
 U ¦

� U−1PU = D�é�
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

�

D =


α1

α2

. . .

αn

 ,

¿� β1, β2, · · · , βn�Eê÷v β2
i = αi, 1 ≤ i ≤ n,-

E =


β1

β2
. . .

βn

 .

d Lagrange��úª��3EXêõ�ª f(x)¦� f(αi) = βi, 1 ≤ i ≤ n,l



E =


f(α1)

f(α2)
. . .

f(αn)

 = f(D),

�

E2 =


β2
1

β2
2

. . .

β2
n

 =


α1

α2

. . .

αn

 = D.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)
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���
y3 DT = D, P T = P , UT = U

−1
,¤±

D = DT = (U−1PU)T = UTP T (U−1)T = U
−1
PU = U

−1
UDU−1U,

l U−1U �D���.q E = f(D),¤± E�� U−1U ���,= EU−1U =

U−1UE,½��

UEU−1 = UEU
−1
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

du P �jÝ
,= P
T
P = I ,ùp I �ü Ý
,2d U �´jÝ
��

DD = D
T
D = U−1PU

T
U−1PU = U

T
P
T

(U
−1

)TU−1PU = U
T
U = I.

¤±é?¿ 1 ≤ i ≤ n, αiαi = 1, =Eê αi ��� 1, lEê βi ���

´ 1, � βi = β−1i , dd�� E = E−1. - Q = UEU−1, Kw, Q �_�k

Q = UEU
−1

= UEU−1,q Q−1 = UE
−1
U−1 = UEU−1,¤±

QQ−1 = (UEU−1)2 = UE2U−1 = UDU−1 = P.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

2
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Ê! (�K 15©) � α > 1,y²:
�©

µ�<

(1)
∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dt =

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dx.

(2)O�
∫ +∞

0

sinx3 dx ·
∫ +∞

0

sinx
3
2 dx.

)))���. (1) y²: éu s > 0±9 0 6 a < b 6 +∞,·�k∫ b

a

e−sx sinx dx = Im

∫ b

a

e−(s−i)x dx = Im
e−(s−i)a − e−(s−i)b

s− i

=
se−sa sin a− se−sb sin b+ e−sa cos a− e−sb cos b

s2 + 1
. (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

d (1), ∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dx =

∫ +∞

0

1

t2α + 1
dt

Âñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

?� A > ε > 0,dWeierstrass�O{,
∫ +∞

0

e−t
αx sinx dt'u x ∈ [ε, A]�

�Âñ,Ïd,(Ü (1),∣∣∣ ∫ A

ε

dx

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dt−

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dx

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫ +∞

0

dt

∫ A

ε

e−t
αx sinx dx−

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dx

∣∣∣
6

∣∣∣ ∫ +∞

0

(∣∣∣ ∫ +∞

A

e−t
αx sinx dx

∣∣∣+
∣∣∣ ∫ ε

0

e−t
αx sinx dx

∣∣∣) dt
6

∣∣∣ ∫ +∞

0

|tαe−tαA sinA+ e−t
αA cosA|+ | − tαe−tαε sin ε+ 1− e−tαε cos ε|

t2α + 1
dt

6
∣∣∣ ∫ +∞

0

(
e−t

αA + | sin ε|+ |1− e−tαε cos ε|
) tα + 1

t2α + 1
dt.

|^��Âñ5,½��Âñ½n,��∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dt =

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
αx sinx dx.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)
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(2) éu α > 1,±9 x > 0,k∫ +∞

0

e−t
αx dt =

1

α
x−

1
α

∫ +∞

0

s
1
α
−1e−s ds =

1

α
x−

1
αΓ
( 1

α

)
.

±9 ∫ +∞

0

1

tα + 1
dt =

1

α

∫ 1

0

s
(1

s
− 1
) 1
α
−1 1

s2
ds

=
1

α
B(1− 1

α
,

1

α

)
=

π

α sin(π
α

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11©)

l ∫ +∞

0

sinxα dx =
1

α

∫ +∞

0

x
1−α
α sinx dx

=
1

(α− 1)Γ
(
1− 1

α

) ∫ +∞

0

dx

∫ +∞

0

e−t
α−1
α x sinx dt

=
1

(α− 1)Γ
(
1− 1

α

) ∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

e−t
α−1
α x sinx dx

=
1

(α− 1)Γ
(
1− 1

α

) ∫ +∞

0

1

t
2α
α−1 + 1

dt

=
π

2αΓ
(
1− 1

α

)
sin (α−1)π

2α

=
1

α
Γ
( 1

α

)
sin

π

2α
.

����∫ +∞

0

sinx3 dx ·
∫ +∞

0

sinx
3
2 dx =

1

3
Γ
(1

3

)
sin

π

6
· 2

3
Γ
(2

3

)
sin

π

3
=
π

9
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

555: �±|^1�.�È©O�,éu α > 1,3± 0�º:�I/«�

D :=
{
reiθ
∣∣r > 0, θ ∈ (0, β)

}
S,½Â Ln zXe:

Ln (reiθ) = ln r + iθ, ∀ reiθ ∈ D,

Ù¥ β = π
2α

. K´� Ln z�±ëY/r½Â�ò�� D�>.. q´�,3 D

S¤á Ln z3 DS)Û.

9



- zα := eαLn z, (z ∈ D),K eiz
α
3 DS)Û3 DþëY.

?� R > 0,�Ä DR := BR(0) ∩D,K
∫
∂DR

eiz
α
dz = 0. dd=�∫ R

0

eix
α

dx =

∫ R

0

eir
αeiαβeiβ dr −

∫ β

0

eiR
αeiαθ iReiθ dθ

= eiβ
∫ R

0

e−r
α sin(αβ)eir

α cos(αβ) dr − i
∫ β

0

Re−R
α sin(αθ)eiR

α cos(αθ)eiθ dθ

= e
πi
2α

∫ R

0

e−r
α

dr − i
∫ π

2α

0

Re−R
α sin(αθ)eiR

α cos(αθ)eiθ dθ.

´�k~ê C > 0¦�∣∣∣i ∫ π
2α

0

Re−R
α sin(αθ)eiR

α cos(αθ)eiθ dθ
∣∣∣

6
∣∣∣ ∫ π

2α

0

Re−R
α sin(αθ) dθ

∣∣∣ 6 ∣∣∣ ∫ π
2α

0

Re−CR
αθ dθ

∣∣∣ 6 1

CRα−1 .

u´,�� ∫ +∞

0

eix
α

dx = e
iπ
2α

∫ +∞

0

e−r
α

dr =
1

α
Γ
( 1

α

)
e
iπ
2α .

10
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��� 8! (�K 20 ©) � f, g � R þ��KëY�
�©

µ�<

�¼ê, ÷v: ∀x ∈ R, ¤á f ′(x) > 6 + f(x) − f 2(x),

g′(x) 6 6 + g(x)− g2(x). y²:

(1) ∀ ε ∈ (0, 1)±9 x ∈ R,�3 ξ ∈ (−∞, x)¦� f(ξ) > 3− ε.
(2) ∀x ∈ R,¤á f(x) > 3.

(3) ∀x ∈ R,�3 η ∈ (−∞, x)¦� g(η) 6 3.

(4) ∀x ∈ R,¤á g(x) 6 3.

)))���. (1) ?� ε ∈ (0, 1)±9 x ∈ R,e(ØØý,K f(t) 6 3− ε (∀ t 6 x). Ïd,

f ′(t) > 6 + f(t)− f 2(t) = (3− f(t))(2 + f(t)) > 2ε, ∀ t 6 x.

u´

f(x)− f(t) > 2ε(x− t), ∀ t 6 x.

l lim
t→−∞

f(t) = −∞. � f �Kgñ.

Ïd,�3 ξ < x¦� f(ξ) > 3− ε.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

(2) ?� x ∈ R,dëY5,·���y²é?Û ε ∈ (0, 1),¤á f(x) > 3− ε.

d (1),�3 ξ < x¦� f(ξ) > 3− ε. - h(t) = f(t)− (3− ε),·�k

h′(t) = f ′(t) > (3− f(t))(2 + f(t)) > −(2 + f(t))h(t), ∀ t ∈ R.

P F (t) =
∫ t
0
(2 + f(s)) ds,K(

eF (t)h(t)
)′

= eF (t)
(
h′(t) + (2 + f(t))h(t)

)
> 0, ∀ t ∈ R.

Ïd,

eF (x)h(x) > eF (ξ)h(ξ) > 0.

Ïd, h(x) > 0. = f(x) > 3− ε.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

(3) ?� x ∈ R,e(ØØý,K g(t) > 3 (∀ t < x). Ïd,

g′(t) 6 6+g(t)−g2(t) = −(g(t)−3)2−5(g(t)−3) 6 −(g(t)−3)2, ∀ t < x.

u´
g′(t)

(g(t)− 3)2
6 −1, ∀ t 6 x.

11



Ø�ªü>3 [t, x]þÈ©,��

1

g(t)− 3
− 1

g(x)− 3
6 t− x, ∀ t < x.

?

− 1

g(x)− 3
6 t− x, ∀ t < x.

3þª- t→ −∞=�gñ. Ïd,�3 η ∈ (−∞, x)¦� g(η) 6 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17©)

(4) ?� x ∈ R,d (3),�3 η ∈ (−∞, x)¦� g(η) 6 3. ·�k

(g(t)− 3)′ 6 −(g(t)− 3)(2 + g(t)), ∀ t ∈ R.

Ïd,(
eG(t)(g(t)−3)

)′
= eG(t)

(
(g(t)−3)′+(2+g(t))(g(t)−3)

)
6 0, ∀ t ∈ R,

Ù¥ G(t) =
∫ t
0
(2 + g(s)) ds. l

eG(x)(g(x)− 3) 6 eG(η)(g(η)− 3) 6 0.

Ïd, g(x) 6 3. . 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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(êêêÆÆÆ Baaa, 2021c)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 15 20 15 20 100

�©

555¿¿¿:
1. ¤k�KÑL�3IO�K�þ,�3�Áò½Ù§�þþÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�!(�K 15©) �¥¡ S : x2 + y2 + z2 = 1,¦±
�©

µ�<

: M0(0, 0, a)(a ∈ R, |a| > 1)�º:�� S ���I¡�

§.

)))���. ))){{{���µµµ
� L�Lº: M0(0, 0, a),��� ~s = (l,m, n),� S ���I¡þ�?¿�^

1�,Kéu Lþ?¿�:M(x, y, z), L��§�±L«�

x− 0

l
=
y − 0

m
=
z − a
n

,

Ù¥ l,m, n ∈ RØ��". � L�ëê�§�
x = lt,

y = mt,

z = a+ nt,

(1)

Ù¥ t ∈ R�ëê.

ò���ëê�§ (1)�\ S ¥��

(l2 +m2 + n2)t2 + 2ant+ a2 − 1 = 0.

d�� L�¥¡ S ���^���

(2an)2 − 4(l2 +m2 + n2)(a2 − 1) = 0,

1



½=

(l2 +m2)a2 = (l2 +m2 + n2). (2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

d (1)Ú (2)��ëê t��I¡�§

(a2 − 1)(x2 + y2)− (z − a)2 = 0,

Ù¥ |a| > 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

))){{{���µµµ

� O(0, 0, 0) �¥%�I, M(x, y, z) ��I¡�¥¡��:, �º�� α =

∠(
−−−→
M0O,

−−−→
M0M),Kk sinα = 1

|a| .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7©)

5¿�

cos2 α =
|
−−−→
M0O ·

−−−→
M0M |2

|
−−−→
M0O|2|

−−−→
M0M |2

, cos2 α = 1− sin2 α,

��
(z − a)2

x2 + y2 + (z − a)2
=
a2 − 1

a2
,

=

(a2 − 1)(x2 + y2)− (z − a)2 = 0,

Ù¥ |a > 1|.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� �!(�K 15©) � B ⊂ Rn (n ≥ 2)´ü m¥§
�©

µ�<

¼ê u, v3 B þëY,3 B S��ëY��,÷v
−∆u− (1− u2 − v2)u = 0, x ∈ B,

−∆v − (1− u2 − v2)v = 0, x ∈ B,

u(x) = v(x) = 0, x ∈ ∂B,

Ù¥, x = (x1, x2, . . . , xn), ∆u =
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+ · · · + ∂2u

∂x2n
, ∂B L« B �>.. y²:

u2(x) + v2(x) ≤ 1 (∀x ∈ B).

yyy²²². P w = w(x) = u2(x) + v2(x),K w÷v¯K−∆w − 2(1− w)w = −2(|∇u|2 + |∇v|2), x ∈ B,

w(x) = 0, x ∈ ∂B.
(1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

w,§w(x) ∈ C2(B)
⋂
C(B). ¤±§w(x)7,3 B þ�����.����

:� x1.

e x1 ∈ B,K ∇w(x1) = 0, −∆w(x1) ≥ 0. u´d£1¤��,3 x1?§

0 ≤ −∆w ≤ 2(1− w)w − 2(|∇u|2 + |∇u|2) ≤ 2(1− w)w.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

 w(x1) ≥ 0,�þªL² w(x1) ≤ 1.

e x1 ∈ ∂B,Kd£1¤§w(x1) = 0.

nÜ�§ðk 0 ≤ w ≤ 1, x ∈ B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

2

3



n!(�K 15 ©) � f(x) = x2021 + a2020x
2020 +

�©

µ�<

a2019x
2019 + · · · + a2x

2 + a1x + a0 ��Xêõ�ª, a0 6= 0.

�é?¿ 0 ≤ k ≤ 2020k |ak| ≤ 40,y²: f(x) = 0��Ø

�U��¢ê.

yyy²²². � f(x) = 0 � 2021 ��©O� x1, x2, . . . , x2021. du a0 6= 0, ¤± xi 6= 0,

1 ≤ i ≤ 2021. e x1, x2, . . . , x2021Ñ´¢ê,d CauchyØ�ªk
2021∑
i=1

x2i ·
2021∑
i=1

1

x2i
≥

(
2021∑
i=1

xi ·
1

xi

)2

= 20212.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

d Vieta½n,
2021∑
i=1

xi = −a2020,
∑

1≤i<j≤2021

xixj = a2019,

dd��

2021∑
i=1

x2i =

(
2021∑
i=1

xi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤2021

xixj = a22020 − 2a2019.

5¿� 1
x1
, 1
x2
, . . . , 1

x2021
´õ�ª

g(x) = x2021f

(
1

x

)
= a0x

2021 + a1x
2020 + a2x

2019 + · · ·+ a2019x
2 + a2020x+ 1

��.UYd Vieta½n,
2021∑
i=1

1

xi
= −a1

a0
,

∑
1≤i<j≤2021

1

xi
· 1

xj
=
a2
a0
,

¤±
2021∑
i=1

1

x2i
=

(
2021∑
i=1

1

xi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤2021

1

xi
· 1

xj
=
a21
a20
− 2a2

a0
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

Ï�é?¿ 0 ≤ k ≤ 2020k |ak| ≤ 40,q a0��"�ê,� |a0| ≥ 1,¤±
2021∑
i=1

x2i ·
2021∑
i=1

1

x2i
= (a22020−2a2019)

(
a21
a20
− 2a2

a0

)
≤ (402+2·40)(402+2·40) = 16802,

gñ. y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� o! (�K 20©)� R = {0, 1,−1}, S � R þ� 3
�©

µ�<

�1�ª�N, = S = {det(aij)3×3|aij ∈ R}. y²µS =

{−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4}.

)))���. Äk§ÏL��u���∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 −1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

1 1 −1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

Ùg§du��ü1§1�ª�UCÎÒ§Ïdk Γ ⊇ {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4}.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

1n§·�y²: ∀(aij)3×3, aij ∈ R,ok| det(aij)| 6 4.

¯¢þ§dé��{K��

det(aij) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a32a21 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a32a23

P

b1 = a11a22a33, b2 = a12a23a31, b3 = a13a32a21,

b4 = −a13a22a31, b5 = −a12a21a33, b6 = −a11a32a23.

��*	��µz�aij 3ü� b1, b2, b3, b4, b5, b6¥�Ñyüg§�

b1b2b3b4b5b6 = −a211a212a213a221a222a223a231a232a233.

Ïdá=��µek,� aij = 0, K b1, . . . , b6 ¥��kü�� 0§l

| det(aij)| 6 4. 1ez�aij ÑØ�u 0,Kd aij = ±1� b1, . . . , b6�È = −1§

l��k�� bi � −1§Ó����k�� bj � 1§ÄK� b1b2b3b4b5b6 =

−1gñ. (J bi� bj p�-�§Ek | det(aij)| 6 4.

�d§nþ¤�§Γ = {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4}§Γ�d 9���¤|¤.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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Ê! (�K 15©) �¼ê f 3 [−1, 1]Sk½Â§3
�©

µ�<

x = 0�,��SëY��,�lim
x→0

f(x)

x
= a > 0. y²µ?

ê

∞∑
n=1

(−1)nf
( 1

n

)
Âñ,

∞∑
n=1

f
( 1

n

)
uÑ.

yyy²²². d lim
x→0+

f(x)

x
= a > 0,� lim

x→0+
f(x) = 0"q f(x)3 x = 0�,��SëY�

�§K f(0) = lim
x→0+

f(x) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

u´ 0 < a = lim
x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x
= f ′(0). du f ′(x)3 x = 0�,

��SëY§�3�ê δ > 0,¦� ∀x ∈ [0, δ],k f ′(x) > 0Ïd,3 [0, δ]þ

f(x)üNO\.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

u´�3��ê N > 1
δ
§� n > N �, f

( 1

n

)
> 0 � f

( 1

n

)
> f

( 1

n+ 1

)
. d

lim
x→0+

f(x) = 0§� lim
N→∞

f
( 1

n

)
= 0,�

∞∑
n=N

(−1)nf
( 1

n

)
���?ê§d4ÙZ[

�O{§?ê

∞∑
n=N

(−1)nf
( 1

n

)
Âñ§�?ê

∞∑
n=1

(−1)nf
( 1

n

)
Âñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

du?ê

∞∑
n=1

1

n
uÑ, lim

n→∞

f
(
1
n

)
1/n

= a > 0,�
∞∑
n=1

f
( 1

n

)
uÑ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� 8! (�K 20©) � f(x) = ln
∞∑
n=1

enx

n2
. y²¼ê f

�©

µ�<

3 (−∞, 0)S�î�à�§¿�é?¿ ξ ∈ (−∞, 0),�3

x1, x2 ∈ (−∞, 0)¦�

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

(¡ (a, b)S�¼ê S �î�à�,XJé?Û α ∈ (0, 1),±9 x, y ∈ (a, b), x 6= y¤á

S(αx+ (1− α)y) < αS(x) + (1− α)S(y).)

yyy²²². P g(x) =
∞∑
n=1

enx

n2
. ·�k

f ′(x) =
g′(x)

g(x)
, f ′′(x) =

g′′(x)g(x)− (g′(x))2

g2(x)
.

qÏ�

g′(x) =
∞∑
n=1

enx

n
, g′′(x) =

∞∑
n=1

enx.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

u´,d HölderØ�ª,

g′′(x)g(x)− (g′(x))2 =

(
∞∑
n=1

enx

)(
∞∑
n=1

enx

n2

)
−

(
∞∑
n=1

enx

n

)2

> 0,

l¼ê f(x)�î�à�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

P h(x) = f(x)−(f(ξ)+f ′(ξ)(x−ξ)).K h′′(x) > 09 h′(ξ) = h(ξ) = 0.u´¼ê

h(x)3 (−∞, ξ)þî�4~,3 (ξ, 0)þî�O\. ?� a ∈ (−∞, ξ), b ∈ (ξ, 0).

K h(a) > 0, h(b) > 0. � c ∈ (0,min{h(a), h(b)}),K�3 x1 ∈ (a, ξ), x2 ∈ (ξ, b)

¦� h(x1) = h(x2) = c.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16©)

u´

0 = h(x2)−h2(x1) = f(x2)− (f(ξ)+f ′(ξ)(x2− ξ))−f(x1)+f(ξ)+f ′(ξ)(x1− ξ)
= f(x2)− f(x1)− f ′(ξ)(x2 − x1)
u´

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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(êÆa Aò, 2020c 11�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 15 20 15 20 100

�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>,�3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�! (�K 15©)� N(0, 0, 1)´¥¡ S : x2 + y2 +
�©

µ�<

z2 = 1��4:. A(a1, a2, 0), B(b1, b2, 0), C(c1, c2, 0)� xOy

²¡þØÓ�n:. �ë� N � A,B,C �n���g�

¥¡ S u: A1, B1� C1.

(1) ¦ë� N � Aü:����§.

(2) ¦: A1, B1� C1��I.

(3) �½: A(1,−1, 0), B(−1, 1, 0), C(1, 1, 0),¦o¡N NA1B1C1�NÈ.

))).

(1) L N,Aü:����§�

x

a1
=

y

a2
=
z − 1

−1
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(2) dd�����ëê�§

x = a1t, y = a2t, z = 1− t,

�\¥¡�§��

(a1t)
2 + (a2t)

2 + (1− t)2 = 1.

1



dd)�

t =
2

a21 + a22 + 1
½ t = 0.

l� A1��I� ( 2a1
a21 + a22 + 1

,
2a2

a21 + a22 + 1
,
a21 + a22 − 1

a21 + a22 + 1

)
.

Ón��§A2��I�( 2b1
b21 + b22 + 1

,
2b2

b21 + b22 + 1
,
b21 + b22 − 1

b21 + b22 + 1

)
.

±9 A3��I� ( 2c1
c21 + c22 + 1

,
2c2

c21 + c22 + 1
,
c21 + c22 − 1

c21 + c22 + 1

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

£3¤� A(1,−1, 0), B(−1, 1, 0)±9 C(1, 1, 0)�½�,²O���

A1 =
(2
3
,−2

3
,
1

3

)
, B1 =

(
− 2

3
,
2

3
,
1

3

)
, C1 =

(2
3
,
2

3
,
1

3

)
.

¤±,|^�þ�·ÜÈ�±ro¡N NA1B1C1�NÈL«�

V =
1

6

∣∣(−−→NA1,
−−→
NB1,

−−→
NC1

)∣∣.
·ÜÈ

(−−→
NA1,

−−→
NB1,

−−→
NC1

)
L«¤Ý
�1�ª

(−−→
NA1,

−−→
NB1,

−−→
NC1

)
= det


2
3
−2

3
2
3

−2
3

2
3

2
3

−2
3
−2

3
−2

3

 =
32

27
.

u´��

V =
1

6
× 32

27
=

16

81
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� �!(�K 15©)¦4� lim
n→∞

lnn

ln(12020 + 22020 + · · ·+ n2020)
.

�©

µ�<

))). ·�k

lim
n→∞

1

n2021

(
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

)
= lim

n→∞

1

n

(( 1
n

)2020
+
( 2
n

)2020
+ · · ·+

(n
n

)2020)
=

∫ 1

0

x2020 dx =
1

2021
.

½^ Stolzúª

lim
n→∞

1

n2021

(
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

)
= lim

n→∞

n2020

n2021 − (n− 1)2021
=

1

2021
.

Ïd, ln
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

n2021
k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8© )

lim
n→∞

lnn

ln(12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

= lim
n→∞

lnn

2021 lnn+ ln 12020+22020+···+n2020

n2021

=
1

2021
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15© )

3



n!£�K 15©¤� A,B þ� 2020���Ý
,
�©

µ�<

àg�5�§| Ax = Bx (x ∈ R2020)�)�m�ê� 3.

¯: Ý
 A,B ´Ä�U�q? y²\�(Ø.

))). A,B �½Ø�q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

y²Xe.

- C = AB−1. du A,B þ���Ý
,� C �´��Ý
. C À�EÝ
´j

Ý
,��±Eé�z. =�3E�_Ý
 T ÚEé�Ý
 D,¦� T−1CT = D,

Ù¥ D�Ìé��þ���=� C �EA��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7©)

àg�5�§| Ax = Bx�)�m�ê� 3,K rank (A−B) = 2017. ?

rank (D − I) = rank
(
T−1(C − I)T

)
= rank (C − I)

= rank
(
(A−B)B−1

)
= rank (A−B) = 2017.

ùL²é�Ý
 D�Ìé��þTk 3���´ 1. = C knA�� 1. du

��Ý
�¢A��� 1½ −1,�¢êA���Ý¤éÑy,�kóê�.q

C �k 2020�A�� (Oê),� C kA�� −1,�ê�Ûê.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

C �1�ª´Ù¤kA�� (Oê)�È.5¿� C ��¢êA���Ý¤é

Ñy, §��¦È��ê. � detC < 0. AO/, det (AB−1) = detC 6= 1. =

detA 6= detB. l A,B Ø�q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� o!£�K 20 ©¤¡�~��� n gõ�ª (Ü
�©

µ�<

¿Óa��) � n − 1 g� (�U� 0) �1��. ¦¤k

2020 gEXêÄ�õ�ª f(x), ÷vé f(x) �z�E�

xk, Ñ�3�~�EXêÄ�õ�ª gk(x) Ú hk(x), ¦�

f(x) = (x− xk)gk(x)hk(x),� gk(x)� hk(x)�1��Xê��.

))). w, f(x) = x2020÷vK¿.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

±ey²ù´��).� f(x)� 2020�E�� x1, x2, · · · , x2020. éz� k (1 6

k 6 2020), dK�^��� f(x) = (x − xk)gk(x)hk(x), Ù¥ gk(x), hk(x) ©O

� mk gÚ nk g�~�Ä�õ�ª, 1��Xêþ� ak. � gk(x) �¤kE�

� yk,1, yk,2, · · · , yk,mk
, hk(x) �¤kE�� zk,1, zk,2, · · · , zk,nk

. ù
�T�¤k

xj (j 6= k). d��½n,

ak = (−1)mk−1
(
yk,1 + yk,2 + · · ·+ yk,mk

)
= (−1)nk−1

(
zk,1 + zk,2 + · · ·+ zk,nk

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

éz� k,òþªU�� ∑
j 6=k

εkjxj = 0,

Ù¥ εkj = 1½ −1.

ù�,·���
'u x1, x2, · · · , x2020�àg�5�§|,ÙXêÝ
 A� 2020

��
, Ìé��þ��� 0. Ìé��	��� 1 ½ −1. - B � 2020 ��


, ÙÌé��þ��� 0, Ìé��	��� 1, KN´O�Ñ B �1�ª�

detB = −2019. d1�ª½Â, detA� detB �Ûó5�Ó,� detA 6= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18©)

lþãàg�5�§|�k"), = x1 = x2 = · · · = x2020 = 0. ùBy²


f(x) = x2020.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

555: þ¡y² detA 6= 0��±Xe?1:

5



w,, detA ≡ detB (mod 2). du detB = −2019 ≡ 1 (mod 2). ¤±

detA ≡ 1 (mod 2). � detA 6= 0.

6



6
¶

:
O
�
y
Ò

:
¤
3
�
�

:
�
|
Ò

:
�
 
Ò

:
;
�

:

���

����
µ
�
�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

���

��� Ê!£�K 15©¤� ϕ´ Rþî�üNO\�ë
�©

µ�<

Y¼ê, ψ´ ϕ��¼ê,¢ê� {xn}÷v

xn+2 = ψ
((

1− 1√
n

)
ϕ(xn) +

1√
n
ϕ(xn+1)

)
, n > 2.

y² {xn}Âñ½Þ~`² {xn}k�UuÑ.

yyy²²². ·�äó {xn}Âñ. y²Xe. P yn = ϕ(xn),K

yn+2 = (1− 1√
n
)yn +

1√
n
yn+1, n > 2.

-

an = min {yn, yn−1} , bn = max {yn, yn−1} n > 3.

K

an 6 yn+1 6 bn, n > 3.

?

an 6 an+1 6 bn+1 6 bn, n > 3.

¤± {an} , {bn}þüNk.,lÂñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

AO, {yn}k.. du

yn+2 − yn+1 = −
(
1− 1√

n

)(
yn+1 − yn

)
, n > 2.

Ïd ∣∣yn+2 − yn+1

∣∣ 6 |y3 − y2| n∏
k=2

(
1− 1√

k

)
, n > 2.

d

∞∏
k=2

(
1− 1√

k

)
uÑ�",�� lim

n→∞

(
yn+1 − yn

)
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

¤±

bn − an = |yn − yn−1| → 0, n→∞.

ù�, {an}� {bn}�4���,l {yn}Âñ.

��,d ψ�ëY5�� {xn}Âñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

7



8!£�K 20 ©¤éuk.«m [a, b] �y©
�©

µ�<

P : a = x0 < x1 < · · · < xn+1 = b, Ù�ê½Â� ‖P‖ =

max
06k6n

(xk+1 − xk). y� [a, b] þ¼ê f ÷v Lipschitz ^

�, =�3~ê M > 0 ¦�é?Û x, y ∈ [a, b], ¤á

|f(x) − f(y)| 6 M |x − y|. ½Â s(f ;P ) ≡
n∑

k=0

√
|xk+1 − xk|2 + |f(xk+1)− f(xk)|2.e

lim
‖P‖→0+

s(f ;P )�3,K¡� y = f(x)�¦�. P Pn� [a, b]� 2n�©. y²:

(1) lim
n→∞

s(f ;Pn)�3. (2)� y = f(x)�¦�.

yyy²²².{{{ I. ·�k

0 6 s(f ;P ) 6
n∑

k=0

√
M2 + 1|xk+1 − xk| = (b− a)

√
M2 + 1.

Ïd, s(f ;P )k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(1) d²¡þ:Ú:ål�n�Ø�ª,á=k

s(f ;Pn) 6 s(f ;Pn+1), ∀n > 1.

Ïd, {s(f ;Pn)}üNO\,(Ük.5�ÙÂñ. �4�� L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

��/,éuy© P,Q,^ P
⊕

QL«d P Ú Q�¤k©:�©:�y©,K

s(f ;P
⊕

Q) > s(f ;P ).

(2) éu?Û ε > 0,km > 1¦�

s(f ;Pm) > L− ε.

éuy© P ,^ P
⊕

PmL«d P Ú Pm�¤k©:�©:�y©,K

s(f ;P
⊕

Pm) > s(f ;Pm) > L− ε.

3 s(f ;P
⊕

Pm)�Úª¥,� s(f ;P )�Úª¥ØÓ��´�9 Pm �©:��,

oêØ�L 2m+1�,�A��«m�ÝØ�L ‖P
⊕

Pm‖ 6 ‖P‖. Ïd,ù
��

8
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ÚØ�L 2m+1

√
M2 + 1‖P‖. u´

s(f ;P ) > s(f ;P
⊕

Pm)− 2m+1
√
M2 + 1‖P‖ > L− ε− 2m+1

√
M2 + 1.

ù�

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L− ε.

?

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

aq/,P K = lim
‖P‖→0+

s(f ;P ). éu?Û ε > 0,ky© Q¦�

s(f ;Q) > K − ε.

K

s(f ;Q
⊕

Pm) > s(f ;Q) > K − ε.

3 s(f ;Q
⊕

Pm) �Úª¥, � s(f ;Pm) �Úª¥ØÓ��´�9 Q �©:�

�, oêØ�L 2N �, Ù¥ N ´y© Q �©:ê. Ïd, ù
��ÚØ�L

2N
√
M2 + 1‖Pm‖. u´

s(f ;Pm) > s(f ;Q
⊕

Pm)− 2N
√
M2 + 1‖Pm‖ > K − ε− 2N

√
M2 + 1‖Pm‖.

ù�

L = lim
m→∞

s(f ;Pm) > K − ε.

? L > K.(Ü K > lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L��

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) = L.

= y = f(x)�¦�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

{{{ II.¯¢þ,5¿� (1)´ (2)�íØ,·��I��y² (2). äNy²Xe.

9



·�k

0 6 s(f ;P ) 6
n∑

k=0

√
M2 + 1|xk+1 − xk| = (b− a)

√
M2 + 1.

Ïd, s(f ;P )k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

éuy© P,Q,^ P
⊕

QL«d P Ú Q�¤k©:�©:�y©,d²¡þ:

Ú:ål�n�Ø�ª,á=k

s(f ;P
⊕

Q) > s(f ;P ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

�Äy©� {Qk}¦� lim
k→∞
‖Qk‖ = 0,�

lim
k→∞

s(f ;Qk) = L ≡ lim
‖P‖→0

s(f ;P ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

éuz� k > 1,� Nk �y© Qk �©:ê.

s(f ;P
⊕

Pm) > s(f ;Pm) > L− ε.

3 s(f ;P
⊕

Qk)�Úª¥,� s(f ;P )�Úª¥ØÓ��´�9 Qk �©:��,oê

Ø�L 2Nk �,�A��«m�ÝØ�L ‖P
⊕

Qk‖ 6 ‖P‖. Ïd,ù
��ÚØ�L

2Nk

√
M2 + 1‖P‖. u´

s(f ;P ) > s(f ;P
⊕

Qk)− 2Nk

√
M2 + 1‖P‖ > s(f ;Qk)− 2Nk

√
M2 + 1‖P‖.

ù�

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > s(f ;Qk), ∀ k > 1.

?

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L = lim
‖P‖→0+

s(f ;P ).

¤± lim
‖P‖→0+

s(f ;P )�3. = y = f(x)�¦�. g,�k lim
n→∞

s(f ;Pn)�3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

10
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(êÆaBò, 2020c11�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 15 20 15 20 100

�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>,�3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�! (�K 15©)®�ý¥¡
�©

µ�<
Σ0 :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a > b,

�	�Î¡Σε (ε = 1½ −1)²1u®���

lε :
x− 2

0
=

y − 1

ε
√
a2 − b2

=
z − 3

c
.

Á¦�Σε�u���±�²¡�{��.5µ�K¥�	�Î¡��´z�^�1�

þ�®�ý¥¡���Î¡.

)))µµµ�l´Î¡�?¿�^�1�§Kdb�§l�®�ý¥¡Σ0��u�:M1(x1, y1, z1).

Ï�l²1u®���lε,¤±§l�IO�§Úëê�§©O´

x− x1
0

=
y − y1

ε
√
a2 − b2

=
z − z1
c

,

x = x1, y = y1 + εt
√
a2 − b2, z = z1 + ct.

rl�ëê�§�\¡Σ0��§¿z{�

t2
(
a2 − b2

b2
+ 1

)
+ 2t

(
ε

√
a2 − b2
b2

y1 +
1

c
z1

)
+
x21
a2

+
y21
b2

+
z21
c2
− 1 = 0, (1)

Ù¥Ä�Xêa2−b2
a2

+ 1 > 0. £5©¤

1



Ï�:M13Σ0þ§¤±

x21
a2

+
y21
b2

+
z21
c2
− 1 = 0.

qÏ�l�Σ03M1:��§¤±t = 0´�g�§(1)��"Ïd§

ε

√
a2 − b2
b2

y1 +
1

c
z1 = 0, = εc

√
a2 − b2y1 + b2z1 = 0.

dª�
y − y1

ε
√
a2 − b2

=
z − z1
c
= εcy1 −

√
a2 − b2z1 = εcy −

√
a2 − b2z

éá)Ñ

y1 =
b2

ca2
(cy − ε

√
a2 − b2z), z1 = −ε

√
a2 − b2
a2

(cy − ε
√
a2 − b2z).

2rx1 = xÚþ¡�üª�\Σ0��§§��	�Î¡Σε��§�

x2

a2
+
b2(cy − ε

√
a2 − b2z)2

a4c2
+

(a2 − b2)(cy − ε
√
a2 − b2z)2

a4c2
= 1.

£10©¤

XJ-z = 0,þªz�

x2

a2
+
b2y2

a4
+

(a2 − b2)y2

a4
= 1, = x2 + y2 = a2.

¤±Î¡Σε�xoy�I¡��u�±x2 + y2 = a2

z = 0
.

du��gÎ¡Σε�����±�¤k²¡Ñ´²1�§��¤¦�{���

���xoy²¡�{��§��ê� 0, 0, 1. £15©¤

2
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��� �!(�K 15©)�f(x)3[0, 1]þëY§�
�©

µ�<

1 6 f(x) 6 3,y²µ1 6
∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
dx
f(x)

6 4
3
.

yyyµµµd SchwarzØ�ª§

1 =

(∫ 1

0

√
f(x)

1√
f(x)

dx

)2

6
∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

dx

f(x)

£5©¤

qdu (f(x)− 1)(f(x)− 3) 6 0,�k (f(x)−1)(f(x)−3)
f(x)

6 0,=
∫ 1

0
(f(x) + 3

f(x)
)dx 6 4.

£10©¤

d4ab 6 (a+ b)2�∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

3

f(x)
dx 6

(
∫ 1

0
f(x)dx+

∫ 1

0
3

f(x)
dx)2

4
6 4

u´ 1 6
∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
dx
f(x)

6 4
3
.

£15©¤

3



n!£�K15©¤� A� n�E�
, p(x)� A�
�©

µ�<

A�õ�ª.q� g(x) � m gEXêõ�ª, m > 1. y

²µg(A)�_��=� p(x)� g(x)p�.

yyy²²²µ�A� Jordan©)µA = P


J1

. . .

Js

P−1,

Ù¥Ji =


λi 1

. . .

. . . 1

λi

� Jordan¬. (J§

(∗) g(A) = P


g(J1)

. . .

g(Js)

P−1 = P


g(λ1) ∗ ∗

. . . ∗
g(λs)

P−1

£8©¤

⇐). p(x)� g(x)p�,u´ p(x)� g(x)vkú��.5¿�λ1, . . . , λs �A�¤

kpØ�Ó�A��.�k g(λ1), . . . , g(λs)þØ�0. (J,

|g(A)| = g(λ1) · · · · · · g(λs) 6= 0,

g(A)�_§�y. £13©¤

⇒). g(A)�_,l |g(A)| 6= 0. d |g(A)| = g(λ1) · · · · · · g(λs)�µ g(λ1), . . . , g(λs)

þØ�0§� p(x)� g(x)vkú��.�, p(x)� g(x)p�§ÄK��p(x)� g(x)

kú��§gñ. £15©¤
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��� o!£�K20©¤� σ � n�E�þ�m Cn ��
�©

µ�<

��5C�. 1L«ð�C�.y²±eü^�dµ

(1) σ = k1, k ∈ C;

(2)�3 σ � n + 1�A��þ: v1, . . . , vn+1,ù n + 1��

þ¥?Û n��þþ�5Ã'.

yyyµµµ (1)⇒ (2).�v1 = e1 =


1

0
...

0

 , . . . , vn = en =


0

0
...

1

 , vn+1 = e1+· · ·+en =


1

1
...

1

 .K´�, v1, . . . , vn+1þ´σ�A��þ. ?�Ú§T|�þ¥?Ûn��þ7

�5Ã'.¯¢þ,Ø��ùn��þ�µv1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1. u´

a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0⇔
(a1+an+1)e1+· · ·+(ai−1+an+1)ei−1+an+1ei+(ai+1+an+1)ei+1+· · ·+(an+an+1)en = 0.

(J§an+1 = 0,? a1 = · · · = an+1 = 0. X¤I" £5©¤

(2) ⇒ (1). Pλ1, . . . , λn+1 ©O��Auv1, . . . , vn+1 � σ �A��§ÙÚ�s,

=s = λ1 + · · · + λn+1. d^�� v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1 �5Ã',Ïd§�¿�

Cn�Ä. σ3d|Äe�L«
�A:

σ(v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1) = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1)A

(J trA = s− λi. £10©¤

q�v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn+1, σ3d|Äe�L«
�B:

σ(v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn+1) = (v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn+1)B

(J trB = s− λj . 5¿�A�B �q§Ï�¦�´Ó��5C�3ØÓÄe�L«

"�s− λi = s− λj, λi = λj . =

σ = k1, k = λ1. y.. £20©¤

5



Ê!£�K15©¤O�2ÂÈ©
∫ +∞
1

(x)
x3
dx, ùp

�©

µ�<

(x)L« x��êÜ©(~Xµ�n���ê�x ∈ [n, n + 1)

�§ (x) = x− n).

yyyµµµéu?¿��ê ` > 2,·�k∫ `

1

(x)

x3
dx =

`−1∑
n=1

∫ n+1

n

x− n
x3

=
`−1∑
n=1

(∫ n+1

n

x−2dx− n
∫ n+1

n

x−3dx

)

=
`−1∑
n=1

1

n(n+ 1)
− 1

2

`−1∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)2

=
`−1∑
n=1

1

n(n+ 1)
− 1

2

`−1∑
n=1

(
2

n(n+ 1)
− 1

n(n+ 1)2

)

=
1

2

`−1∑
n=1

1

n(n+ 1)2
=

1

2

`−1∑
n=1

(
1

n(n+ 1)
− 1

(n+ 1)2

)

=
1

2

(
1− 1

`

)
− 1

2

∑̀
n=2

1

n2

£10©¤

éuy ∈ [`, `+ 1),·�k

1

2

(
1− 1

`

)
− 1

2

∑̀
n=2

1

n2
=

∫ `

1

(x)

x3
dx 6

∫ y

1

(x)

x3
dx 6

∫ `+1

1

(x)

x3
dx =

1

2

(
1− 1

`+ 1

)
− 1

2

`+1∑
n=2

1

n2

u´�� ∫ +∞

1

(x)

x3
dx =

1

2
− 1

2

∞∑
n=2

1

n2
= 1− π2

12
.

£15©¤
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��� 8!£�K20©¤�¼êf(x)3 [0, 1] þëY§÷
�©

µ�<

vé?¿x ∈ [0, 1] ∫ x

x2
f(t)dt >

x2 − x4

2
.

y²µ
∫ 1

0
f 2(x)dx > 1

10
.

yyy²²²���µµµ5¿�∫ 1

0

dx

∫ x

x2
f(t)dt =

∫ 1

0

dt

∫ √t
t

f(t)dx =

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 8©
u´§·�k∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2
f(t)dt >

∫ 1

0

x2 − x4

2
dx =

1

15
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 13©

Ï�

0 6
∫ 1

0

(f(t)− (
√
t− t))2dt =

∫ 1

0

f 2(t)dt− 2

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt+

∫ 1

0

(
√
t− t)2dt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 18©

¤±∫ 1

0

f 2(t)dt > 2

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt−

∫ 1

0

(
√
t− t)2dt > 2

15
− 1

30
=

1

10

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 20©

yyy²²²���µµµ5¿�∫ 1

0

dx

∫ x

x2
f(t)dt =

∫ 1

0

dt

∫ √t
t

f(t)dx =

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 8©
u´§·�k∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2
f(t)dt >

∫ 1

0

x2 − x4

2
dx =

1

15
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 13©

7



Ï�é?¿β ∈ (0,+∞)

0 6
∫ 1

0

(βf(t)− (
√
t− t))2dt =

∫ 1

0

β2f 2(t)dt− 2β

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt+

∫ 1

0

(
√
t− t)2dt

¤± ∫ 1

0

f 2(t)dt >
2

β

∫ 1

0

(
√
t− t)f(t)dt− 1

β2

∫ 1

0

(
√
t− t)2dt > 2

15β
− 1

30β2

=
1

30

(
4 · 1

β
−
(

1

β

)2
)
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 17©

N´���β ∈ [1/3, 1]�§k∫ 1

0

f 2(t)dt >
1

30

(
4 · 1

β
−
(

1

β

)2
)

>
1

10
.

AO/§�β = 1/2�∫ 1

0

f 2(t)dt >
1

30

(
4 · 2− 22

)
=

2

15
>

1

10
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 20©

yyy²²²nnnµµµÏ�é?¿0 < β < 1§?¿��ên,·�k∫ β

β2n
f(t)dt =

n∑
k=1

∫ β2k−1

β2k
f(t)dt >

n∑
k=1

β2k − β2k+1

2
=

1

2

(
β2 − β2n+1

)
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 5©
u´ ∫ β

0

f(t)dt = lim
n→∞

∫ β

β2n
f(t)dt >

β2

2
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 8©
l·�k ∫ 1

0

f(t)dt = lim
β→1−

∫ β

0

f(t)dt > lim
β→1−

β2

2
=

1

2
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 13©

��§d�Ü-F��]Ø�ª��

1

2
6
∫ 1

0

f(t)dt 6

(∫ 1

0

12dt

)1/2

·
(∫ 1

0

f 2(t)dt

)1/2

8
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u´, ∫ 1

0

f 2(x)dx >
1

4
>

1

10
.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 20©
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(êÆaAò, 2019c10�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 15 20 15 20 100

�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>,�3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�! (�K 15 ©) �m¥kü��¥¡B1ÚB2,
�©

µ�<

B2�¹3B1¤�¥N�SÜ, ü¥¡�m�4«��D.

�B´¹3D¥����¥§§�¥¡B1ÚB2þ��.¯µ

(i)£4©¤B�¥%;,�¤�¡S´Û«¡¶

(ii)£2©¤B1�¥%ÚB2�¥%´¡S�Û«:.

y²\�Øä£9©¤.

�µB�¥%;,�¤�¡S�^=ý¥¡£2©+2©=4©¤¶B1ÚB2�¥%

�S�ü��:£2©¤.

y²: �B1�¥%�O1, �»�R1, B2�¥%�O2, �»�R2. �B´¹3D¥��

�¥§¥%3P:§�»�r, §�¥B1ÚB2þ��. Ï�B�B1S�§¤±PO1 =

R1 − r. Ï�B�B2	�§¤±PO2 = R2 + r. u´k

PO1 + PO2 = R1 +R2

o´~ê. £4©¤

�`´L¥%O1ÚO2���. Ï�B1ÚB23±`�ØÄ¶��m^=eØC, �«

�D�3±`�ØÄ¶��m^=eØC. B3±`�ØÄ¶��m^=e�±

�B1ÚB2þ��§§�¥%P3±`�ØÄ¶��m^=e´���±. 3z�

L��`�²¡Σþ§duPO1 + PO2 = R1 +R2o´~ê, B�¥%;,P3²¡Σþ

1



´��ý�. �B�¥%;,�¤�¡S�^=ý¥§^=¶�LO1ÚO2���§

¿�ü¥%O1ÚO2�^=ý¥�ü��:. £9©¤
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��� �!(�K 15 ©)� α > 0, f(x) 3 [0, 1] þ�K, k
�©

µ�<

���¼ê, f(0) = 0, �3 [0, 1] þØð�". ¦y: �3

ξ ∈ (0, 1)¦�

ξf ′′(ξ) + (α + 1)f ′(ξ) > αf(ξ).

yyy²²² (�y{)e(ØØé,Ké�� x ∈ [0, 1)k

xf ′′(x) + (α + 1)f ′(x) 6 αf(x).

ù`²¼ê xf ′(x) + αf(x) − α
∫ x
0
f(u) du��ê��,ÏüN4~,�§3 0� 0,

�,

xf ′(x) + αf(x) 6 α

∫ x

0

f(u) du, x ∈ [0, 1]. (...... 5©)

Ï

xαf ′(x) + αxα−1f(x) 6 αxα−1
∫ x

0

f(u) du, x ∈ [0, 1].

òþª3 [0, x]þÈ©,��

xαf(x) 6 α

∫ x

0

tα−1
(∫ t

0

f(u) du

)
dt

6 α

∫ x

0

tα−1
(∫ x

0

f(u) du

)
dt

= xα
∫ x

0

f(u) du.

�,

f(x) 6
∫ x

0

f(u) du. (...... 10©)

P, g(x) =
∫ x
0
f(u) du.Klþª�� g′(x) 6 g(x).Ïd

(e−xg(x))′ 6 0.

ù`² e−xg(x)3 [0, 1]þ4~. 5¿� g(0) = 0,�� g(x) 6 0.�l f(x)�K��

g(x) > 0.�, g(x) ≡ 0.l f(x) ≡ 0.ù� f(x)Øð�"gñ! (...... 15©)

3



n!£�K15©¤�A�n�E�
, p(x)� I−AA
�©

µ�<

�A�õ�ª,Ù¥ AL A��ÝÝ
. y²µp(x)7�¢

Xêõ�ª.

yyy²²²µP

p(t) = det(tI − (I − AĀ)) = det((t− 1)I + AĀ)

�I − AĀ�A�õ�ª. é?Û¢êt§k

(∗) p(t) = det((t− 1)I + AĀ) = det((t− 1)I + ĀA).

£5©¤

é?Ûü��
AÚB§kdet(sI +AB) = det(sI +BA),y²Xeµ��_Ý


S�Bn¦�Bn → B£~X§é¿©��n�Bn = B + 1
n
I¤§K

det(sI + ABn) = det(sB−1n + A)detBn = detBndet(sB
−1
n + A) = det(sI +BnA).

-n→∞,��úªdet(sI + AB) = det(sI +BA). ^B = Ā�\úª§Kk

p(t) = det((t− 1)I + ĀA) = det((t− 1)I + AĀ) = p(t)

é¤k�¢êt¤á§�p(t)�XêÑ´¢ê. £15©¤

5µ��ÏL|^©¬Ý
Ð�C�¦

(
I B

A sI

)
�1�ª5y²úªdet(sI−

AB) = det(sI −BA).äN/µ

∀s 6= 0,

(
I 0

−A I

)(
I B

A sI

)
=

(
I B

0 sI − AB

)
(

I B

A sI

)(
I 0

−A/s I

)
=

(
I −BA/s B

0 sI

)
éþüÝ
�ªü>�1�ª=� det(sI − AB) = det(sI − BA) é���"�¢

êþ¤á.lõ�ªdet(sI − AB)− det(sI − BA) ≡ 0§Ï�õ�ªdet(sI − AB)−
det(sI −BA)�õ´ngõ�ª. ¼y.

4
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��� o!£�K20©¤®�f1�¢n��½�g.. -
�©

µ�<

V = {f | f�¢n��g.§÷vµé?Û¢êkk kf + f1

áuðÒ�g.},
ùpðÒ�g.�0�g.§�½�g.9K½�g.�

o¡. y²µVUìÏ~��g.\{Úê¦�¤��¢�þ�m§¿¦ù��þ�

m��ê.

yyy{{{1µµµ�f ∈ V, f� f1¤éA��g.Ý
©O� AÚB. dB �½�í�

∃P �_§¦� B = PP T , A = P


λ1

. . .

λn

P T . £10©¤

d^�µé?Û¢êkk kf + f1áuðÒ�g.�í� λ1 = · · · = λn.

¯¢þ§eλ1 6= λ2. Kdªf

kf + f1 = (z1, . . . , zn)P


kλ1 + 1

. . .

kλn + 1

P T


z1
...

zn


�§o��,¢ê q, ¦�(qλ1 + 1)(qλ2 + 1) < 0. l��ü:µ(z1, . . . , zn)P =

(0, 1, 0, . . . , 0)9 (z1, . . . , zn)P = (1, 0, 0, . . . , 0)§ qf + f13Tü:��ÉÒ§gñ.

�d§·�¢Sþ��V = {kf1|k ∈ R}.
����§ VUìÏ~��g.\{Úê¦�¤��¢�þ�m§¿ù��þ

�m��ê´ 1. y." £20©¤

yyy{{{2µµµÄk§V 6= ∅,Ï�0 ∈ V ,�é?Û¢êkkkf1 ∈ V . £2©¤

Ùg§é?¿�"f ∈ V ,e�3k ∈ R,¦�kf + f1 ≡ 0,Kdf1��½5§�

�k 6= 0§lf = − 1
k
f1;eé?¿�k ∈ R, kf + f1 6≡ 0,Kd^��§kf + f1�o�

�½�g.§�o�K½�g.. äóµfÚf17�5�'.

^�y{. efÚf1�5Ã'§Kdf1�½�§�3:P1¦�f1(P1) > 0. d��

	�g. g = f1(P1)f − f(P1)f1,dfÚf1�5Ã'�g 6≡ 0 (Ï�{f1(P1),−f(P1)}´
�|Ø��"�ê),��3P2¦�

(∗) 0 6= g(P2) = f1(P1)f(P2)− f(P1)f1(P2).

d�k

(i) P2 6= (0, · · · , 0), f1(P2) > 0;

5



(ii) f(P2), f(P1)ØÓ��".

k�Äf(P1) 6= 0��/§d(*)ªk

f1(P1)

−f(P1)
f(P2) + f1(P2) =

g(P2)

−f(P1)
6= 0.

- k = f1(P1)
−f(P1)

,dkf + f1ðÒ��µ�
g(P2)
−f(P1)

> 0�§ f1(P1)
−f(P1)

f(P1) + f1(P1) > 0,²wþ

ãØ�ª�>�"§gñ.

� g(P2)
−f(P1)

< 0�,� f1(P1)
−f(P1)

f(P1) + f1(P1) < 0,Ø�ª�>�"§gñ.

�e5�Äf(P2) 6= 0��/. Ó�d(*)ªk

−f1(P2)

f(P2)
f(P1) + f1(P1) =

g(P2)

−f(P2)
6= 0.

- k = −f1(P2)
f(P2)

,aq/§dkf + f1ðÒ��gñ.äó¼y. £15©¤

y3§ f�f1�5�'§��3�|Ø��0�êλ1µ,¦� λ1f1 + µf = 0.

eλ1 = 0,K µ 6= 0,Ïdk f = −λ1
µ
f1. eλ1 6= 0,Kdλ1f1 6= 0� µ 6= 0,ÏdE

,k f = −λ1
µ
f1.

�d§·�¢Sþ��V = {kf1|k ∈ R}. £18©¤

������§ VUìÏ~��g.\{Úê¦�¤��¢�þ�m§¿ù�

�þ�m��ê´ 1. £20©¤

6
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¶

:
O
�
y
Ò

:
¤
3
�
�

:
�
|
Ò

:
�
 
Ò

:
;
�

:

���

����
µ
�
�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

���

��� Ê!£�K15©¤� δ > 0, α ∈ (0, 1),¢ê� {xn}
�©

µ�<

÷v

xn+1 = xn

(
1− hn

nα

)
+

1

nα+δ
, n > 1,

Ù¥ {hn}k��þe.. y²: {nδxn}k..

yyy²²². P c := inf
n>1

hn.

dK����3 N > 1¦�� n > N �,¤á∣∣xn+1

∣∣ 6 (1− c

nα

)
|xn|+

1

nα+δ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+3©= 3©)

±9
δ

n
6

c

2nα
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+3©= 6©)

� C := max
(
N δ|xN |,

2

c

)
. ·�5y²éu n > N ¤á |xn| 6

C

nδ
. Äk§d C

�½Â�� n = N �,k |xn| 6
C

nδ
. ?�Ú,eé,� n > N ¤á |xn| 6

C

nδ
,K

∣∣xn+1

∣∣− C

(n+ 1)δ
6
(

1− c

nα

)C
nδ

+
1

nα+δ
− C

(n+ 1)δ

= C
( 1

nδ
− 1

(n+ 1)δ

)
− Cc− 1

nα+δ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+3©= 9©)

6
Cδ

n1+δ
− Cc− 1

nα+δ
6

Cc

2nα+δ
− Cc− 1

nα+δ
= −Cc− 2

2nα+δ
6 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+3©= 12©)

Ïd,dêÆ8B{��� n > N �,o¤á |xn| 6
C

nδ
. Ïd, {nδxn}k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+3©= 15©)
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8!£�K20©¤� f(x) =
1

1 + ex
.

�©

µ�<

(i) y² f(x) ´ [0,+∞) þ�à¼ê. ?�Ú, y²�

x, y > 0�¤á f(x) + f(y) 6 f(0) + f(x+ y).

(ii) � n > 3, Á(½8Ü E ≡
{ n∑
k=1

f(xk)
∣∣∣ n∑
k=1

xk =

0, x1, . . . , xn ∈ R
}

.

))):

(i) ·�k

f ′(x) = − ex

(1 + ex)2
, f ′′(x) =

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.

� x > 0�,¤á f ′′(x) > 0. ¤± f(x)´ [0,+∞)þ�à¼ê.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+4©= 4©)

l f ′(x)3 [0,+∞)þüNO\,Ïdéu x, y > 0,k

f(x+ y)− f(x)− f(y) + f(0) =

∫ y

0

(
f ′(t+ x)− f ′(t)

)
dt > 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+2©= 6©)

(ii) dëY5,´� E ´��«m.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+2©= 8©)

·�k f(x) + f(−x) = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+2©= 10©)

e� x1 + x2 + . . .+ xn = 0.

e x1 = x2 = . . . = xn = 0,K
n∑
j=1

f(xj) =
n

2
.

e x1, x2, . . . , xn Ø��", �Ù¥Kê��ê� k, �Kê��ê� m, K

m+ k = n, 1 6 k 6 n− 1.

Ø�� x1, . . . , xm > 0, xm+1, . . . , xn < 0. P y1 = −xm+1, y2 = −xm+2, . . . , yk =

−xn, x = x1 + . . .+ xm = y1 + . . .+ yk,Kd (i)´�

f(y1) + f(y2) + . . .+ f(yk) 6 (k − 1)f(0) + f(x).

5¿�mf
( x
m

)
− f(x)3 [0,+∞)þî�ü~,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+4©= 14©)
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���

���
·�k

n∑
j=1

f(xj) =
m∑
j=1

f(xj) + k −
k∑
j=1

f(yj)

> mf
( x
m

)
+ k −

(
(k − 1)f(0) + f(x)

)
> lim

u→+∞

[
mf
( u
m

)
+ k −

(
(k − 1)f(0) + f(u)

)]
=

k + 1

2
> 1.

ùL² inf E > 1 1 6∈ E.

,��¡,� u > 0, x1 = x2 = . . . = xn−1 = u
n−1 , xn = −u,K

lim
u→+∞

n∑
j=1

f(xj) = lim
u→+∞

(
(n− 1)f

( u

n− 1

)
+ 1− f

(
u
))

= 1.

Ïd, inf E = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+4©= 18©)

,��¡,d f(−x) = 1− f(x)��

E = {n− z|z ∈ E}.

Ïd, supE = n− 1,� n− 1 6∈ E.

¤± E �m«m (1, n− 1).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (+2©= 20©)
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1��3�I�Æ)êÆ¿mÐm(êÆaBò)ë��Y

�!£�K15©¤�L1 ÚL2 ´�m¥�ü^ØR��É¡��§:B´§�úR

�ã�¥:":A1 ÚA2 ©O3L1 ÚL2 þwÄ§¦�A1B⊥A2B. y²��A1A2

�;,´ü�V¡"

y²µ�úR��z¶§B��:"�x¶¦�L1ÚL2��Y��Ó"d�·

�kµ

L1 :

 ax+ y = 0

z = c,

L2 :

 ax− y = 0

z = −c,

Ù¥c > 0. duL1 �L2 ØR�§a 6= ±1. · · · · · · · · · · · · 4©

�:A1��I�(x1, y1, c)§A2��I(x2, y2,−c), K

ax1 + y1 = 0, ax2 − y2 = 0. (1)

dA1B⊥A2B �§

x1x2 + y1y2 − c2 = 0. (2)

?�A1A2þ�:M(x, y, z)§k

x− x2
x1 − x2

=
y − y2
y1 − y2

=
z + c

2c
. (3)

· · · · · · · · · · · · 10©

��x1, x2, y1, y2: - z+c
2c

= k, d(1,3) �

x = kx1 − (k − 1)x2; y = −akx1 − a(k − 1)x2.

d(1,2)§x1x2 =
c2

1−a2 . qk(k − 1) = z2−c2
4c2

, l

a2(1− a2)x2 − (1− a2)y2 + a2z2 = a2c2,

¤±;,´ü�V¡" · · · · · · · · · · · · 15©



2

�!(�K10 ©) O�
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
.

)µ·�k∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)

· · · · · · · · · · · · 3©

éþªmà�1��È©�C�x = 1
t

�� ∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

t2019

(1 + t2)(1 + t2019)
dt

· · · · · · · · · · · · 7©

u´∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)

=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ 1

0

t2019

(1 + t2)(1 + t2019)
dt

=
∫ 1

0

dx

1 + x2
= arctanx|10 =

π

4
.

· · · · · · · · · · · · 10©



3

n!£�K15©¤�ê�{xn} ÷v

x1 > 0, xn+1 = ln(1 + xn), n = 1, 2, · · · .

y²µ{xn}Âñ¿¦Ù4�.

y²µdux1 > 0§¤±x2 = ln(1+x1)"dêÆ8B{§xn > 0, n = 1, 2, · · ·.

· · · · · · · · · · · · 3©

xn+1 − xn = ln(1 + xn)− xn =
1

1 + ξn
xn − xn =

(
1

1 + ξn
− 1

)
xn

= − ξn
1 + ξn

xn < 0,

ùpξn ∈ (0, xn). ¤±ê�{xn}üN~�" · · · · · · · · · · · · 8©

A^üNk.½n§{xn}Âñ" · · · · · · · · · · · · 10©

�limn→∞ xn = a ≥ 0. dxn+1 = ln(1 + xn), �a = ln(1 + a).

-f(x) = x − ln(1 + x)§f ′(x) = 1 − 1
1+x

> 0, x ∈ (0,+∞), f(0) = 0. l

x = 0´f(x)3[0,+∞)þ���":§¤±limn→∞ xn = 0. · · · · · · · · · · · · 15©



4

o!£�K15©¤�{ε1, · · · , εn} ´n �¢�5�mV ��|Ä, -ε1 + ε2 +

· · ·+ εn + εn+1 = 0. y²:

(1) éi = 1, 2, · · · , n+ 1, {ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1} Ñ�¤V �Ä;

(2) ∀α ∈ V , 3(1)¥�n + 1 |Ä¥, 7�3�|Ä¦α 3dÄe��I©þþ�

K;

(3) eα = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn, �|ai| (i = 1, 2, · · · , n) pØ�Ó, K3(1)¥

�n+ 1 |Ä¥, ÷v(2)¥�K�IL«�Ä´���.

y²µ(1) ei = n+ 1§w,kε1, · · · , εn´V��|Ä. e1 ≤ i ≤ n§-

k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ ki−1εi−1 + ki+1εi+1 + · · ·+ knεn + kn+1εn+1 = 0.

duε1 + ε2 + · · ·+ εn + εn+1 = 0§¤±k

kn+1(ε1 + ε2 + · · ·+ εn + εn+1) = 0

· · · · · · · · · · · · 2©

üª�~�

(k1−kn+1)ε1+· · ·+(ki−1−kn+1)εi−1−kn+1εi+(ki+1−kn+1)εi+1+· · ·+(kn−kn+1)εn = 0.

duε1, · · · , εn�5Ã'§��

k1 − kn+1 = · · · = ki−1 − kn+1 = −kn+1 = ki+1 − kn+1 = · · · = kn − kn+1 = 0

lk

k1 = k2 = · · · = ki−1 = ki+1 = · · · = kn = kn+1 = 0

Ïd��ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1�5Ã'§u´(1)�y. · · · · · · · · · · · · 5©

(2) du

(ε1, · · · , εi−1, εi, εi+1, · · · , εn) = (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)A



5

ùp

A =



1 −1
. . .

...

1 −1
−1 1

−1 . . .
... 1

−1


�ü|Ä�m�LÞÝ
. · · · · · · · · · · · · 7©

∀α ∈ V§�α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn§ea1, a2, · · · , an ≥ 0§K(Ø�(§

ÄK-ai´K�I¥ýé���ö§@o

α = (ε1, ε2, · · · , εn)



a1

a2
...

an

 = (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)A



a1

a2
...

an



= (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)



a1 − ai
...

ai−1 − ai
ai+1 − ai

...

an − ai
−ai


u´ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1=�¤¦��|Ä. · · · · · · · · · · · · 10©

(3) �α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn§�|ai| (i = 1, 2, · · · , n) pØ�Ó. �ai´

K�I¥ýé���ö§Ø
Äε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1�	§�±y²αÃØ



6

3=�|Äe��IÑkK�©þ. ¯¢þ§é?¿�k 6= i Ñk

α = (ε1, ε2, · · · , εn)



a1

a2
...

an

 = (ε1, · · · , εk−1, εk+1, · · · , εn+1)



a1 − ak
...

ai − ak
...

an − ak
−ak



Ù¥ai − ak < 0§u´�÷v(2)¥�K�IL«�Ä´���.

· · · · · · · · · · · · 15©



7

Ê!£�K20©¤�A ´ê�F þ�n �Ý
, eA2 = In (In L«ü Ý
),

K¡A �éÜÝ
.Áyµ

(1) eA ´n �éÜÝ
, K

rank(In + A) + rank(In − A) = n;

(2) n �éÜÝ
A �½�±é�z, Ù�qé�/�

 Ir 0

0 −In−r

, Ù¥r =

rank(In + A);

(3) eA,B þ´n �éÜÝ
, �AB = BA, K�3�_Ý
P , ¦�P−1AP

ÚP−1BP Ó��é�Ý
.

y²µ(1) Ï�A2 = In§�kIn − A2 = 0 =(In + A)(In − A) = 0§

u´rank(In + A) + rank(In − A) ≤ n.

qÏ�(In + A) + (In − A) = 2In§¤±rank(In + A) + rank(In − A) ≥
rank(2In) = n.

l�

rank(In + A) + rank(In − A) = n.

· · · · · · · · · · · · 5©

(2) kyA�A���1½−1. �λ�A�?�A��§K�3�"�þα§¦
�Aα = λα§dA2 = In��

α = A2α = A(Aα) = A(λα) = λ2α

dα 6= 0§��λ2 − 1 = 0§¤±kλ = 1½λ = −1. · · · · · · · · · · · · 8©

eyéÜÝ
�½�±é�z. Ï�A2 = In§�x
2−1 = (x+1)(x−1)�A�

"zõ�ª§¤±A���õ�ª�½�ê�F þp���gÏª�¦È§l

��éÜÝ
A�½�±é�z.

· · · · · · · · · · · · 10©

qÏ�éÜÝ
A�A���1½−1. d(1)�A��λ = 1�AÛêr =

rank(In + A)§λ = −1�AÛê�n − r = rank(In − A)§¤±Ù�qé�/

�

 Ir 0

0 −In−r

.
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· · · · · · · · · · · · 12©

�é�z,�y²g´µ

[éAuA��λ = 1§kn − rank(In − A)��5Ã'�A��þ§éA

uA��λ = −1§kn − rank(−In − A)��5Ã'�A��þ§d(1)�§A�

kn− rank(In −A) + n− rank(−In −A) = n��5Ã'�A��þ§lA�½

�±é�z§Ù�qé�/�

 Ir 0

0 −In−r

. .......... ëìþ¡y²�©]

(3) duA�éÜÝ
§��3�_Ý
G§¦�

G−1AG =

 Ir 0

0 −In−r



qdAB = BA, Kk

(G−1AG)(G−1BG) = (G−1BG)(G−1AG).

¤±G−1BG =

 B11 0

0 B22

 ���Oé�Ý
. · · · · · · · · · · · · 15©

duB2 = In�éÜÝ
§�B
2
11 = Ir, B

2
22 = In−r�´éÜÝ
. d(2)§�3

�_Ý
G1, G2§¦�

G−1B11G1 =

 Is 0

0 −Ir−s

 , G−12 B22G2 =

 It 0

0 −In−r−t



�é�Ý
. -P = G

 G1 0

0 G2

§KkP�_§�kP−1AP, P−1BPÓ��é
�Ý
. · · · · · · · · · · · · 20©
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8!£�K15©¤�¼êf(x) �4«m[a, b]þ�ëY]¼ê, ÷vf(a) =

0, f(b) > 0�f(x)3x = a?�3�"�m�ê. én ≥ 2, P

Sn =

{
n∑

k=1

kxk :
n∑

k=1

kf(xk) = f(b), xk ∈ [a, b]

}
.

(1) y²é∀α ∈ (0, f(b)), �3��x ∈ (a, b) ¦�f(x) = α;

(2) ¦ lim
n→∞

(supSn − inf Sn).

)µ(1) Ï�¼êf(x)3[a, b]þëY, u´é∀α ∈ (0, f(b))3(a, b)S���3

��:ξ¦�f(ξ) = α. · · · · · · · · · · · · 1©

e¡y²÷vþã�¦�:´���"b�ξ, η ∈ (a, b), ÷vξ < η 9f(ξ) =

f(η) = α. K:(η, f(η)) = (η, α)á3à:�(ξ, f(ξ)) = (ξ, α), (b, f(b))��ã�e

�§ù�¼ê�]5gñ" · · · · · · · · · · · · 3©

(2) ·�P

Tn =

{
(x1, x2, · · · , xn) :

n∑
k=1

kf(xk) = f(b), xk ∈ [a, b]

}
, n ≥ 2.

yé∀(x1, · · · , xn) ∈ Tn, d¼ê�]5k

2f(b)

n(n+ 1)
=

∑n
k=1 kf(xk)

1 + 2 + · · ·+ n
≤ f

(
x1 + 2x2 + · · ·+ nxn

1 + 2 + · · ·+ n

)

· · · · · · · · · · · · 5©

u´§

x1 + 2x2 + · · ·+ nxn
1 + 2 + · · ·+ n

≥ f−1
(

2f(b)

n(n+ 1)

)
,

=
n∑

k=1

kxk ≥
n(n+ 1)

2
f−1

(
2f(b)

n(n+ 1)

)

þ¡Ø�ª�x1 = x2 = · · · = xn = f−1
(

2f(b)
n(n+1)

)
∈ [a, b]��Ò¤á"(x1, x2, · · · , xn) =(

f−1
(

2f(b)
n(n+1)

)
, f−1

(
2f(b)

n(n+1)

)
, · · · , f−1

(
2f(b)

n(n+1)

))
∈ Tn,
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u´

inf Sn =
n(n+ 1)

2
f−1

(
2f(b)

n(n+ 1)

)

· · · · · · · · · · · · 8©

,��¡§ë�:(a, f(a))�:(b, f(b))���ãá3�y = f(x)�e�"

�ké?¿x ∈ [a, b]

f(b)

b− a
(x− a) ≤ f(x),

=

x ≤ b− a
f(b)

f(x) + a.

u´
n∑

k=1

kxk ≤
b− a
f(b)

n∑
k=1

kf(xk) +
n(n+ 1)

2
a = b− a+ n(n+ 1)

2
a

· · · · · · · · · · · · 10©

5¿§þª��Ò�x1 = b, x2 = x3 = · · · = xn = a���"(x1, x2, · · · , xn) =
(b, a, a, · · · , a) ∈ Tn, �k

supSn = b− a+ n(n+ 1)

2
a

· · · · · · · · · · · · 12©

u´

limn→∞ (supSn − inf Sn) = b− a+ limn→∞
n(n+1)

2

(
a− f−1

(
2f(b)

n(n+1)

))
= b− a+ f(b) limn→∞

a−f−1( 2f(b)
n(n+1))

2f(b)
n(n+1)

= b− a+ f(b) limx→0+
a−f−1(x)

x
= b− a+ f(b) limt→a+

a−t
f(t)

= b− a− f(b)
f ′(a)

· · · · · · · · · · · · 15©
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Ô!£�K10©¤���?ê
∞∑
n=1

1

an
Âñ. y²?ê

∞∑
n=1

n2an
S2
n

Âñ, Ù¥Sn =

n∑
k=1

ak.

y²µPS0 = 0§σ =
∑∞

n=1
1
an
. K

N∑
n=1

n2an
S2
n

=
N∑

n=1

n2

S2
n

(Sn − Sn−1) =
1

a1
+

N∑
n=2

n2

S2
n

(Sn − Sn−1)

≤ 1

a1
+

N∑
n=2

n2

SnSn−1
(Sn − Sn−1) =

1

a1
+

N∑
n=2

n2

Sn−1
−

N∑
n=2

n2

Sn

1

a1
+

N−1∑
n=1

(n+ 1)2

Sn

−
N∑

n=2

n2

Sn

≤ 5

a1
+ 2

N∑
n=2

n

Sn

+
N∑

n=2

1

Sn

(1)

· · · · · · · · · · · · 4©

dCauchyØ�ª

N∑
n=2

n

Sn

≤
N∑

n=2

n

Sn

√
an

1
√
an
≤
(

N∑
n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
(

N∑
n=1

1

an

)1/2

· · · · · · · · · · · · 6©

Kd(1)

N∑
n=1

n2an
S2
n

≤ 5

a1
+ 2

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
√
σ + σ,

l��

N∑
n=1

n2an
S2
n

− 2

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
√
σ + σ ≤ 5

a1
+ 2σ,

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

≤
√
σ +

√
2σ + 5/a1.

u´?ê
∑∞

n=1
n2an
S2
n
Âñ" · · · · · · · · · · · · 10©
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�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 20 15 15 20 100

�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>, �3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K, �µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
, ��3���¡, ¿I²KÒ.

�!(�K 15 ©)3�m���IX¥,�êQ¡S��§�x2 − y2 = 2z. �σ�

²¡z = αx + βy + γ,Ù¥α, β, γ��½~ê. ¦êQ¡Sþ:P ��I§¦�LP�

á3êQ¡Sþ���þ²1u²¡σ.

)µ�¤¦P:�I�P = (a, b, c), ÷va2 − b2 = 2c. KLP����±L�

` = `(t) = (a, b, c) + t(u, v, w), u2 + v2 + w2 6= 0, t ∈ R.

��`(t)á3êQ¡Sþ§��

(u2 − v2)t2 + 2(au− bv − w)t = 0, t ∈ R.

au− bv = w, u2 − v2 = 0.

u´k

v = εu, w = (a− εb)u, ε = ±1.

(5©)

u´§LP:Tkü^��á3êQ¡Sþ§�

`1 = `1(t) = (a, b, c) + tu(1, 1, a− b),

`2 = `2(t) = (a, b, c) + tu(1,−1, a+ b).

ùü^������þ(1, 1, a − b)Ú(1,−1, a + b)þ²1u²¡σ, ²¡σ�{�þ

�(α, β,−1). ·���
α + β = a− b, α− β = a+ b.

1 1 �£� 6 �¤



(10©)

u´

a = α, b = −β, c = 1

2
(α2 − β2).

�¤¦:P��I�

P = (α,−β, 1
2
(α2 − β2)).

(15©)

�!(�K 15 ©) A = (aij)n×n �n �¢�
§÷v

1) a11 = a22 = · · · = ann = a > 0;

2) éz�i(i = 1, . . . , n), k
∑n

j=1 | aij | +
∑n

j=1 | aji |< 4a.

¦f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)A


x1
...

xn

 �5�/.

))): f = (x1, . . . , xn)
A+AT

2


x1
...

xn

. -B = (bij) = A+AT

2
, KB �¢é¡
§

(2©)

�

b11 = b22 = · · · = bnn = a;

n∑
j=1

|bij| =
n∑
j=1

| aij
2

+
aji
2
|< 2a

(J§bii >
∑

j 6=i |bij|. (5©)

eλ�B�A��§ α =


x1
...

xn

 �'uλ ��"A��þ§P
|xi| = max16j6n|xj| > 0.

du Bα = λα,

λ =

n∑
j=i

bijxj

xi
> a−

∑
j 6=i

|bij| > 0.

(10©)

1 2 �£� 6 �¤
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�B ��½Ý
§f �5�/�y21 + · · ·+ y2n.

(15©)

n!£20©¤�����ê�Ý
¡��Ý
. �n ��
A,B ���Ý
.

1) y²±eü^�dµ i) A �_�A−1 E��Ý
¶ii) A �1�ª�ýé�

�1.

2) eq�A, A − 2B, A − 4B, . . ., A − 2nB, A − 2(n + 1)B, . . ., A − 2(n + n)B

��_§�§��_Ý
�E��Ý
.y²µ A+B �_.

yyy²²²: 1) i) ⇒ ii). d AA−1 = I�|A| · |A−1| = 1. 5¿�|A|, |A−1| ���ê.

�A �1�ª�ýé��1.

ii)⇒ i). dAA∗ = |A|I � A−1 = A∗/|A| á=�i) ¤á. £10©¤

2)�Äõ�ªp(x) = |A−xB|2.Kd®�^�� p(0), p(2), p(4), . . . , p(4n)���

�1. (Jõ�ªq(x) = p(x)− 1k�L 2n��":§l�Ñq(x) ≡ 0, =p(x) ≡ 1.

AO/§ p(−1) = |A+B|2 = 1. �A+B �_. y.. £20©¤

o!£�K15©¤� f(x) 3 [0, 1] þëY��, 3 x = 0 ?k?¿��ê,

f (n)(0) = 0 (∀n > 0), ��3~ê C > 0 ¦�

|xf ′(x)| 6 C|f(x)|, ∀x ∈ [0, 1].

y²: (1) lim
x→0+

f(x)

xn
= 0 (∀n > 0); (2) 3 [0, 1] þ¤á f(x) ≡ 0.

yyy²²²: (1) db�, é?Û m > 0, f(x) 3":NCk m+1 ��ê, l f (m)(x)

3 x = 0 ëY. Ïd, lim
x→0+

f(x)

x0
= f(0) = 0. (2©¤

éu n > 1, |^ L’Hospital {K,

lim
x→0+

f(x)

xn
= lim

x→0+

f ′(x)

nxn−1
= . . . = lim

x→0+

f (n)(x)

n!
= 0.

(5©¤

(2) ·�k

xf(x)f ′(x) 6 x |f(x)| |f ′(x)| 6 C|f(x)|2, ∀x ∈ [0, 1].

l (f 2(x)

x2C

)′
=

2
(
xf(x)f ′(x)− Cf 2(x)

)
x2C+1

6 0, ∀x ∈ (0, 1].

(10©¤

1 3 �£� 6 �¤



Ïd
f 2(x)

x2C
3 (0, 1] þüN~�, l

f 2(x)

x2C
6
(f(t)
tC

)2
, ∀ 0 < t < x 6 1.

¤±
f 2(x)

x2C
6 lim

t→0+

(f(t)
tC

)2
= 0, ∀x ∈ (0, 1].

Ïd, f(x) ≡ 0. (15©¤

Ê!£�K15©¤� {an}, {bn} ´ü�ê�, an > 0(n > 1),
∞∑
n=1

bn ýéÂñ, �

an
an+1

6 1 +
1

n
+

1

n lnn
+ bn, n > 2.

¦y: (1) an
an+1

< n+1
n
· ln(n+1)

lnn
+ bn (n > 2); (2)

∞∑
n=1

an uÑ.

yyy²²² (1) Ï� ln
(
1 + 1

n

)
> 1

n+1
(n > 2), ¤±�â^�, k

an
an+1

6 1 +
1

n
+
n+ 1

n lnn
· 1

n+ 1
+ bn

< 1 +
1

n
+
n+ 1

n lnn
· ln
(
1 +

1

n

)
+ bn

=
n+ 1

n
· ln(n+ 1)

lnn
+ bn.

(5©¤

(2) - cn = (n lnn)an, dn = n lnn
(n+1) ln(n+1)

· |bn|. Kk

cn
cn+1

< 1 + dn.

�éê, �

ln cn − ln cn+1 < ln(1 + dn) 6 dn.

u´

ln c2 − ln cn <
n−1∑
k=2

dk, , (n > 3).

(10©¤

1 4 �£� 6 �¤
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��� du 0 6 dn < |bn|, l
∞∑
n=1

bn ýéÂñ, ��
∞∑
n=1

dn Âñ. �, dþª���3~

ê c ¦�

c 6 ln cn, n > 3.

=,

an >
ec

n lnn
, n > 3.

u´
∞∑
n=1

an uÑ. (15©¤

(2) {�µd^�

ln
an
an+1

6 ln

(
1 +

1

n
+

1

n lnn
+ |bn|

)
6

1

n
+

1

n lnn
+ |bn|.

l 3 � n ¦Ú, ,�|^È©�5����3~ê C > 0 ¦�

ln
a3
an+1

6
n∑
k=3

(
1

k
+

1

k ln k
+ |bk|

)
6 C + lnn+ ln lnn.

(10©¤

u´

an+1 >
a3e

C

n lnn
.

�§
∞∑
n=1

an uÑ" (15©¤

8!£�K20©¤� f : R→ (0,+∞) ´���¼ê, �é¤k x, y ∈ R, k

|f ′(x)− f ′(y)| 6 |x− y|α,

Ù¥ α ∈ (0, 1] ´~ê. ¦y: é¤k x ∈ R, k

∣∣f ′(x)∣∣α+1
α <

α + 1

α
f(x).

yyy²²² é�½� x ∈ R, e f ′(x) = 0, K (2) ¤á. (2©)

1 5 �£� 6 �¤



e f ′(x) < 0, K h = (−f ′(x)) 1
α > 0. �â Newton-Leibniz úªÚ^�, �

0 < f(x+ h) = f(x) +

∫ x+h

x

f ′(t) dt

= f(x) +

∫ x+h

x

(
f ′(t)− f ′(x)

)
dt+ f ′(x)h

6 f(x) +

∫ x+h

x

(t− x)α dt+ f ′(x)h

= f(x) +
1

α + 1
hα+1 + f ′(x)h.

�

1

α + 1
hα+1 + f ′(x)h+ f(x) > 0. (3)

ò h = (−f ′(x)) 1
α �\þª, =�∣∣f ′(x)∣∣α+1

α <
α + 1

α
f(x).

(11©)

e f ′(x) > 0, KP h = (f ′(x))
1
α . �â Newton-Leibniz úªÚ^�, �

0 < f(x− h) = −
∫ x

x−h
f ′(t) dt+ f(x)

=

∫ x

x−h

(
f ′(x)− f ′(t)

)
dt− f ′(x)h+ f(x)

6
∫ x

x−h
(x− t)α dt− f ′(x)h+ f(x)

=
1

α + 1
hα+1 − f ′(x)h+ f(x).

ò h = (f ′(x))
1
α �\þª, E�(

f ′(x)
)α+1

α <
α + 1

α
f(x).

o�, ©ªk
∣∣f ′(x)∣∣α+1

α < α+1
α
f(x). y.. (20©)

1 6 �£� 6 �¤
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�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>,�3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�! (�K 15 ©) 3�m���IX¥, �ü�V
�©

µ�<

¡Γ��§� x2 + y2 − z2 = 1. �P��m¥�²¡§§

�Γu��Ô�C. ¦T²¡P�{��z-¶�Y�.

)))µ�²¡Pþ��Ô�C�º:�X0 = (x0, y0, z0).

�²¡PþX0?�p���üü �þα = (α1, α2, α3)Ú β = (β1, β2, β3),¦�β´�

Ô�C3²¡Pþ�é¡¶��.K�Ô��ëê�§�

X(t) = X0 + tα + λt2β, t ∈ R,

λ�Ø�u0�~ê. (5©)

PX(t) = (x(t), y(t), z(t)),K

x(t) = x0 + α1t+ λβ1t
2, y(t) = y0 + α2t+ λβ2t

2, z(t) = z0 + α3t+ λβ3t
2.

Ï�X(t)á3ü�V¡Γþ,�\�§x2 + y2− z2 = 1,·���é?¿t�÷v��

§

λ2(β2
1 + β2

2 − β2
3)t4 + 2λ(α1β1 + α2β2 − α3β3)t

3 + A1t
2 + A2t+ A3 = 0,

Ù¥A1, A2, A3´�X0, α, β�'�~ê. u´��

β2
1 + β2

2 − β2
3 = 0, α1β1 + α2β2 − α3β3 = 0.

(10©)

1



Ï�{α, β}´²¡Pþ���üü �þ,Kk

α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1, β2

1 + β2
2 + β2

3 = 1, α1β1 + α2β2 + α3β3 = 0.

u´��

β2
1 + β2

2 = β2
3 =

1

2
, α1β1 + α2β2 = 0, α3 = 0, α2

1 + α2
2 = 1;

α = (α1, α2, 0), β = (− ε√
2
α2,

ε√
2
α1, β3), ε = ±1.

u´��²¡P�{�þ

n = α× β = (A,B,
ε√
2

),

§�z-¶��e = (0, 0, 1)�Y�θ÷vcos θ = n · e = ± 1√
2
,�π

4
½3π

4
. £15©¤

2
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��� �!(�K 15©)� {an}´4Oê�, a1 > 1. ¦y:
�©

µ�<

?ê
∞∑
n=1

an+1−an
an ln an+1

Âñ�¿©7�^�´ {an}k.. q¯?

êÏ�©1¥� anUÄ�¤ an+1?

yyy²²² ¿©5µe {an}k.,K�� an 6M.

m∑
n=1

an+1 − an
an ln an+1

6
m∑
n=1

an+1 − an
a1 ln a1

=
am+1 − a1
a1 ln a1

6
M

a1 ln a1
.

dd�
∞∑
n=1

an+1−an
an ln an+1

Âñ. (5©)

7�5µ�
∞∑
n=1

an+1−an
an ln an+1

Âñ. du

ln(an+1)− ln(an) = ln

(
1 +

an+1 − an
an

)
6
an+1 − an

an
,

¤±

bn+1 − bn
bn+1

6
an+1 − an
an ln an+1

,

Ù¥ bn = ln an.Ïd,?ê
∑∞

n=0
bn+1−bn
bn+1

Âñ. (10©)

d CauchyÂñOK,�3g,êm,¦�é��g,ê p,k

1

2
>

m+p∑
n=m

bn+1 − bn
bn+1

>
m+p∑
n=m

bn+1 − bn
bm+p+1

=
bm+p+1 − bm
bm+p+1

= 1− bm
bm+p+1

.

dd�� {bn}k.,Ï�p´?¿�. Ï {an}k.. (13©)

K¥?ê©1� an ØU�¤ an+1. ~X: an = en
2
Ã., �

∞∑
n=1

an+1−an
an+1 ln an+1

Âñ.

(15©)

3



n!y²K£15©¤�Γ = {W1,W2, . . . ,Wr}�r�
�©

µ�<

�Ø�Ó��_n�E�
�¤�8Ü.eT8Ü'uÝ


¦{µ4(=, ∀M,N ∈ Γ,kMN ∈ Γ), y²µΣr
i=1Wi = 0

��=�Σr
i=1tr(Wi) = 0,Ù¥tr(Wi)L«Wi�,.

yyy²²²µ7�5µd,�5����. (2©)

¿©5µÄk§éu�_Ý
W ∈ Γ§kWW1, . . . ,WWr�Ø�Ó .�k

WΓ ≡ {WW1,WW2, . . . ,WWr} = {W1,W2, . . . ,Wr},

=§WΓ = Γ,∀W ∈ Γ. (7©¤

PS = Σr
i=1Wi,KWS = S,∀W ∈ Γ. ? S2 = rS,=§ S2 − rS = 0. eλ�S�

A��§Kλ2 − rλ = 0,= λ = 0½r.

(Ü^�Σr
i=1tr(Wi) = 0�§S�A���U�0. ÏdkS − rI�_£~X�S�

��©)Ò���wÑ¤

2g5¿� S(S − rI) = S2 − rS = 0§d�m¦ (S − rI)−1 =�S = 0.y..

(15©)

4
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µ�<


A(=, A�=�AT�u−A),PÝ
kSé8ÜT�µ

T = {(X, Y )|X ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×n, XY = aI + A},

Ù¥I� n�ü 
§Rn×n�¤k¢n��
�¤�8Ü"y²µ?�T¥ü�µ(X, Y )

Ú(M,N),7kXN + Y TMT 6= 0.

yyy²²²µ�y. e XN + Y TMT = 0,Kk

NTXT +MY = 0.

(2©)

,	§d(X, Y ) ∈ T�
XY + (XY )T = 2aI,

=

XY + Y TXT = 2aI.

aqk

MN +NTMT = 2aI.

Ïd§ (
X Y T

M NT

)(
Y N

XT MT

)
= 2a

(
I 0

0 I

)
,

(10©)

?

1

2a

(
Y N

XT MT

)(
X Y T

M NT

)
=

(
I 0

0 I

)
,

�

Y Y T +NNT = 0

¤±

Y = 0, N = 0

��XY = 0,�XY = aI + A 6= 0gñ.y.. (20©)

5



Ê!£�K15©¤� f(x) = arctan x, A�~ê. e
�©

µ�< B = lim
n→∞

( n∑
k=1

f
(k
n

)
− An

)
�3,¦A,B.

))):
{{{ I.·�k

A = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f
(k
n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx

= x arctanx
∣∣1
0
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

π

4
− ln 2

2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

éu x ∈
(
k−1
n
, k
n

)
, (1 6 k 6 n),d¥�½n,�3 ξn,k ∈

(
k−1
n
, k
n

)
¦�

f(x) = f
(k
n

)
+ f ′

(k
n

)(
x− k

n

)
+
f ′′(ξn,k)

2

(
x− k

n

)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

u´, ∣∣∣ n∑
k=1

f
(k
n

)
− nA+

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

f ′
(k
n

)(
x− k

n

)
dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

[
f
(k
n

)
+ f ′

(k
n

)(
x− k

n

)
− f(x)

]
dx
∣∣∣

6 M

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

(
x− k

n

)2
dx =

M

3n
,

Ù¥M = 1
2

maxx∈[0,1] |f ′′(x)|.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

Ïd,

lim
n→∞

( n∑
k=1

f
(k
n

)
− An

)
= − lim

n→∞

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

f ′
(k
n

)(
x− k

n

)
dx

= lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

f ′
(k
n

)
=

1

2

∫ 1

0

f ′(x) dx =
π

8
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

6



6
¶

:
O
�
y
Ò

:
¤
3
�
�

:
�
)
�
 
Ò
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����
µ
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�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

���

���
{{{ II.·�k

A = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f
(k
n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx

= x arctanx
∣∣1
0
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

π

4
− ln 2

2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

éu x ∈
(
k−1
n
, k
n

)
, (1 6 k 6 n),d¥�½n,�3 ξn,k ∈

(
k−1
n
, k
n

)
¦�

f
(k
n

)
= f(x) + f ′(x)

(k
n
− x
)

+
f ′′(ξn,k)

2

(k
n
− x
)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

u´, ∣∣∣ n∑
k=1

f
(k
n

)
− nA−

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

f ′(x)
(k
n
− x
)
dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

[
f
(k
n

)
− f(x)− f ′(x)

(k
n
− x
)]
dx
∣∣∣

6 M

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

(k
n
− x
)2
dx =

M

3n
,

Ù¥M = 1
2

maxx∈[0,1] |f ′′(x)|.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

Ïd,

lim
n→∞

( n∑
k=1

f
(k
n

)
− An

)
= lim

n→∞

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

f ′(x)
(k
n
− x
)
dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

nf ′(ηn,k)

∫ k
n

k−1
n

(k
n
− x
)
dx

= lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

f ′(ηn,k) =
1

2

∫ 1

0

f ′(x) dx =
π

8
,

Ù¥ ηn,k ∈
(
k−1
n
, k
n

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

{{{ III.·�k

A = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f
(k
n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx

= x arctanx
∣∣1
0
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

π

4
− ln 2

2
.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

éu x ∈
(k− 1

2

n
,
k+ 1

2

n

)
, (1 6 k 6 n),d¥�½n,�3 ξn,k ∈

(k− 1
2

n
,
k+ 1

2

n

)
¦�

f(x) = f
(k
n

)
+ f ′

(k
n

)(
x− k

n

)
+
f ′′(ξn,k)

2

(
x− k

n

)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

u´, ∣∣∣ n∑
k=1

f
(k
n

)
− nA− n

∫ 1+ 1
2n

1

f(x) dx+ n

∫ 1
2n

0

f(x) dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
k=1

n

∫ k+1
2

n

k− 1
2

n

[
f
(k
n

)
− f(x) + f ′

(k
n

)(k
n
− x
)]
dx
∣∣∣

6 M

n∑
k=1

n

∫ k
n

k−1
n

(k
n
− x
)2
dx =

M

3n
,

Ù¥M = 1
2

maxx∈[0,1] |f ′′(x)|.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

Ïd,

lim
n→∞

( n∑
k=1

f
(k
n

)
− An

)
= lim

n→∞
n

∫ 1+ 1
2n

1

f(x) dx− lim
n→∞

n

∫ 1
2n

0

f(x) dx

=
f(1)

2
− f(0)

2
=
π

8
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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���

����
µ
�
�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

���

��� 8!£�K20©¤� f(x) = 1−x2+x3 (x ∈ [0, 1]),
�©

µ�<

O�±e4�¿`²nd

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) ln(x+ 2) dx∫ 1

0
fn(x) dx

.

))): ´� f(x)ëY.5¿� f(x) = 1− x2(1− x),·�k

0 < f(x) < 1 = f(0) = f(1), ∀x ∈ (0, 1).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

?� δ ∈ (0, 1
2
),·�k η = ηδ ∈ (0, δ)¦�

mη ≡ min
x∈[0,η]

f(x) > Mδ ≡ max
x∈[δ,1−δ]

f(x).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

u´� n > 1
δ2
�,

0 6

∫ 1

δ
fn(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

=

∫ 1

1−δ f
n(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

+

∫ 1−δ
δ

fn(x) dx∫ δ
0
fn(x) dx

=

∫ δ
0

(
1− x(1− x)2

)n
dx∫ δ

0

(
1− x2(1− x)

)n
dx

+

∫ 1−δ
δ

fn(x) dx∫ δ
0
fn(x) dx

6

∫ δ
0

(
1− x

4

)n
dx∫ δ

0

(
1− x2

)n
dx

+

∫ 1−δ
δ

fn(x) dx∫ η
0
fn(x) dx

6

∫ δ
0

(
1− x

4

)n
dx∫ 1√

n

0

(
1− x√

n

)n
dx

+
(1− 2δ)Mn

δ

ηmn
η

=

4
n+1

(
1−

(
1− δ

4

)n+1
)

√
n

n+1

(
1−

(
1− 1

n

)n+1
) +

(1− δ)
η

(Mδ

mn
η

)n
.

l

lim
n→∞

∫ 1

δ
fn(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

=================================================================
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(555: �±^õ«�{`²þã4�¤á. �Kþ,�Ñ

lim
n→∞

∫ 1−δ
δ

fn(x) dx∫ δ
0
fn(x) dx

= 0

�±� 4©,�Ñ

lim
n→∞

∫ 1

1−δ f
n(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

= 0

� 4©. )

=================================================================

éu ε ∈ (0, ln 5
4
),� δ = 2(eε − 1),K δ ∈ (0, 1

2
), ln 2+δ

2
= ε.

,��¡,dcã(Ø,�3 N > 1¦�� n > N �k∫ 1

δ
fn(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

6 ε.

lqk ∣∣∣∫ 1

0
fn(x) ln(x+ 2) dx∫ 1

0
fn(x) dx

− ln 2
∣∣∣ =

∫ 1

0
fn(x) ln x+2

2
dx∫ 1

0
fn(x) dx

6

∫ δ
0
fn(x) ln x+2

2
dx∫ δ

0
fn(x) dx

+

∫ 1

δ
fn(x) ln x+2

2
dx∫ δ

0
fn(x) dx

6 ln
δ + 2

2
+

ln 2
∫ 1

δ
fn(x) dx∫ δ

0
fn(x) dx

6 ε(1 + ln 2).

Ïd

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) ln(x+ 2) dx∫ 1

0
fn(x) dx

= ln 2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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1l3�I�Æ)êÆ¿mýmÁòë��Y
(êÆa, 2016c10�)

�! (�K 15 ©) � S ´�m¥���ý¥¡. ����~�þ V ��å²1

1�ì� S, Ù¥�Ü©1�� S ��, §���:3 S þ/¤�^� Γ.

y²µΓ á3�ÜLý¥¥%�²¡þ.

y² 1 3�m¥����IX, Pý¥¡ S ��§�

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, V = (α, β, γ).

� (x, y, z) ∈ Γ, K1å¥�1�

`(t) = (x, y, z) + t(α, β, γ), t ∈ R

´ý¥¡ S ���. ........ (8©¤

duz^���ý¥¡k�=k���:§� t = 0 ´�§

(x+ tα)2

a2
+

(y + tβ)2

b2
+

(z + tγ)2

c2
= 1

���). du (x, y, z) ∈ Γ ⊂ S, þã�§z�(
α2

a2
+
β2

b2
+
γ2

c2

)
t2 + 2

(
α

a2
x+

β

b2
y +

γ

c2
z

)
t = 0.

ù��§�k t = 0 ���), ��=�

α

a2
x+

β

b2
y +

γ

c2
z = 0.

ù´��L�:�²¡�§, � γ á3Lý¥¡¥%��Ü²¡þ. ........(15©)

y² 2 3�m¥���C�§òý¥¡N¤�¥¡. ..........£5©¤

ù�²11åN¤²11å§��N¤��§�:N¤�:§ý¥¥%N¤¥¡¥

%. ........£10©¤

du²11åì�¥¡�¤k����:´����§§á3L¥%�²¡þ§

��C�ò²¡N¤²¡§� Γ á3�ÜLý¥¡¥%�²¡þ. ....... £15©¤

1 1 �£� 6 �¤



�! (�K 15 ©) � n �Ûê, A,B �ü�¢ n ��
, � BA = 0. P A+ JA

�A��8Ü� S1, B + JB �A��8Ü� S2, Ù¥ JA, JB ©OL« A Ú B �

Jordan IO.. ¦y 0 ∈ S1 ∪ S2.

y² d�Ø�ª rankA+ rankB 6 rank(BA) + n � rankA+ rankB 6 n. (

J rankA 6 n
2
½ rankB 6 n

2
. ..........(5©)

5¿� n �Ûê§�k rankA < n
2
½ rankB < n

2
¤á" .........(10©)

e rankA < n
2
, K rank(A+ JA) 6 rankA+ rank JA < n, d�, 0 ∈ S1;

e rankB < n
2
, K rank(B + JB) 6 rankB + rank JB < n, d�, 0 ∈ S2. �ªo

k 0 ∈ S1 ∪ S2. ........(15©)

1 2 �£� 6 �¤



n!(�K 20 ©) � A1, . . . , A2017 � 2016 �¢�
"y²'u x1, . . . , x2017 �

�§ det(x1A1 + · · ·+ x2017A2017) = 0 ��k�|�"¢ê), Ù¥ det L«1�ª.

y² P

A1 = (p
(1)
1 , · · · , p(1)2016), . . . , A2017 = (p

(2017)
1 , · · · , p(2017)2016 ).

.........(5©)

�Ä�5�§|

x1p
(1)
1 + · · ·+ x2017p

(2017)
1 = 0

..........(10©)

du��ê�ê�u�§�ê§�T�5�§|7k�") (c1, · · · , c2017). l
 c1A1 + · · ·+ c2017A2017 �1��� 0§�k

det(c1A1 + · · ·+ c2017A2017) = 0.

y." ...........(20©)

1 3 �£� 6 �¤



o! (�K 20 ©) � f0(x) Ú f1(x) ´ [0, 1] þ�ëY¼ê, ÷v
∫ 1

0
f0(x) dx 6∫ 1

0
f1(x) dx. �

fn+1(x) =
2f 2

n(x)

fn(x) + fn−1(x)
, n = 1, 2, · · · .

¦y: ê� an =

∫ 1

0

fn(x) dx, n = 0, 1, 2, · · · üN4O�Âñ.

y² Ï�∫ 1

0

f 2
1 (x)

f1(x) + f0(x)
dx−

∫ 1

0

f 2
0 (x)

f1(x) + f0(x)
dx

=

∫ 1

0

f 2
1 (x)− f 2

0 (x)

f1(x) + f0(x)
dx =

∫ 1

0

f1(x) dx−
∫ 1

0

f0(x) dx > 0.

¤±

a2 − a1 = 2

∫ 1

0

f 2
1 (x)

f1(x) + f0(x)
dx−

∫ 1

0

f1(x) dx

=

∫ 1

0

f 2
1 (x)

f1(x) + f0(x)
dx−

∫ 1

0

f1(x)f0(x)

f1(x) + f0(x)
dx

>
1

2

∫ 1

0

f 2
1 (x) + f 2

0 (x)

(f1(x) + f0(x))
dx−

∫ 1

0

f1(x)f0(x)

f1(x) + f0(x)
dx

=

∫ 1

0

(f1(x)− f0(x))2

2(f1(x) + f0(x))
dx > 0.

8B/�±y² an+1 > an, n = 1, 2, · · · . ............(5©)

du f0, f1 ´�ëY¼ê, ��~ê k > 1 ¦� f1 6 kf0. � c1 = k. �â4í'

X�±8By²

fn(x) 6 cnfn−1(x), (1)

............(10©)

Ù¥ cn+1 = 2cn
cn+1

, n = 0, 1, · · · . ´y {cn} üN4~ªu 1, � cn
cn+1

6 k
k+1

.

............(15©)

±ey² {an} Âñ. d (1) �� an+1 6 cn+1an. Ïd

cn+1an+1 6
2cn+1

cn + 1
cnan =

4cn
(cn + 1)2

cnan 6 cnan.

ù`² {cnan} ´�üN4~ê�, ÏÂñ. 5¿� {cn} Âñ� 1, �� {an} Âñ,

� lim
n→∞

an 6 c1a1 = ka1. ............(20©)

1 4 �£� 6 �¤



Ê! (�K 15 ©) � α > 1. ¦yØ�3 [0,+∞) þ����¼ê f(x) ÷v

f ′(x) > fα(x), x ∈ [0,+∞). (1)

y² e f(x) ´ù��¼ê, K f ′(x) > 0. Ïd f(x) ´î�4O¼ê. (1) ª�

L«� (
1

α− 1
f 1−α(x) + x

)′
6 0.

ù`² 1
α−1f

1−α(x) + x ´üN4~¼ê. ............(5©)

Ï
1

α− 1
f 1−α(x+ 1) + (x+ 1) 6

1

α− 1
f 1−α(x) + x,

=,

(α− 1) 6 f 1−α(x)− f 1−α(x+ 1) < f 1−α(x).

Ïd

fα−1(x) <
1

α− 1
.

u´ f(x) ´k.¼ê. ............(10©)

l f(x)�î�4O5,�� lim
x→+∞

f(x)Âñ. d�©¥�½n,�3 ξ ∈ (x, x+1)

¦�

f(x+ 1)− f(x) = f ′(ξ) > fα(ξ) > fα(x) > fα(0) > 0.

- x→ +∞, þª�àªu", ��gñ! ............(15©)

1 5 �£� 6 �¤



8! (�K 15 ©) � f(x) Ú g(x) ´ [0, 1] «mþ�üN4O¼ê, ÷v

0 ≤ f(x), g(x) ≤ 1,

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

g(x)dx.

¦yµ ∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx ≤ 1

2
.

y² duf Ú g �^üN�F¼ê%C§��Ø��¦�Ñ´üNO��F

¼ê" ............(2©)

- h(x) = f(x)− g(x), Ké ∀x, y ∈ [0, 1] k |h(x)− h(y)| 6 1. ............(5©)

¯¢þ§é x > y ·�k

−1 6 −(g(x)− g(y)) 6 h(x)− h(y) = f(x)− f(y)− (g(x)− g(y)) 6 f(x)− f(y) 6 1;

é x < y k

−1 6 f(x)− f(y) 6 h(x)− h(y) 6 g(y)− g(x) 6 1.

yP

C1 = {x ∈ [0, 1] | f(x) > g(x)}, C2 = {x ∈ [0, 1] | f(x) < g(x)},

K C1 � C2 ©O�k��pØ��«m�¿§�d
∫ 1

0
fdx =

∫ 1

0
gdx, k∫

C1

hdx = −
∫
C2

hdx.

4 |Ci|(i = 1, 2) L« Ci ¤¹�@
«m��Ý�Ú, K |C1|+ |C2| = 1. ............(7©)

u´

2

∫ 1

0

|f − g|dx = 2

(∫
C1

hdx−
∫
C2

hdx

)
6

(
|C2|
|C1|

∫
C1

hdx+
|C1|
|C2|

∫
C2

(−h)dx

)
+

∫
C1

hdx−
∫
C2

hdx

=
1

|C1|

∫
C1

hdx+
1

|C2|

∫
C2

(−h)dx

6 sup
C1

h+ sup
C2

(−h)

6 1.

5¿§þª¥����Ø�ª5g |h(x)− h(y)| 6 1§,	§ek,� |Ci| �u 0§

K(Øw,¤á" ............(15©)
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第七届中国大学生数学竞赛预赛试卷参考答案及评分标准
(数学类, 2015年10月)

考试形式: 闭卷 考试时间: 150 分钟 满分: 100 分

一、 (本题 15 分) 设 L1 和L2是空间中两异面直线.设在标准直角坐标系下直

线L1过坐标为a的点，以单位向量v为直线方向；直线L2过坐标为b的点，以单位向

量w为直线方向.

1) 证明：存在唯一点P ∈ L1 和Q ∈ L2 使得两点连线PQ 同时垂直于 L1 和L2.

2)求P点和Q点坐标(用a, b, v, w表示).

解解解：1）过直线L2上一点和线性无关向量 v 和w 做平面σ，则直线L2落在平

面σ上，且直线L1平行于平面σ 。过L1做平面τ 垂直于平面σ ，记两平面交线为L∗1。

设两直线L∗1和L2的交点为Q, 过Q做平面σ 的法线，交直线L1为P , 则 PQ 同时垂直

于L1和L2。 ......(4分)

设X = P + sv ∈ L1 和Y = Q + tw ∈ L2 也使得XY同时垂直于L1和L2，则有−−→
XY =

−→
PQ− sv + tw垂直于 v 和w ，故有 −s + (v · w)t = 0 和 −s(v · w) + t = 0

。由于(v · w)2 < 1 ，我们得到s = t = 0 , 即X = P，Y = Q，这样的P和Q存在且唯

一。 ......(8分)

2）设P = a + sv ∈ L1 和Q = b + tw ∈ L2 。因为
−→
PQ = λv × w ，我们得到

(b− a)− sv + tw = λv × w,

.......(11分)

于是有

(b− a) · v − s + t(v · w) = 0, (b− a) · w − s(v · w) + t = 0

故有

s =
(b− a) · (v − (v · w)w)

1− (v · w)2
, t =

(a− b) · (w − (v · w)v)

1− (v · w)2

得到

P = a +
(b− a) · (v − (v · w)w)

1− (v · w)2
v, Q = b +

(a− b) · (w − (v · w)v)

1− (v · w)2
w.

.......(15分)
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二、 (本题 20 分) A为4阶复方阵，它满足关于迹的关系式：trAi = i, i =

1, 2, 3, 4. 求A的行列式.

解解解 |A| = 1
24

, 过程如下：

首先，记A的4个特征值为λ1, λ2, λ3, λ4, A的特征多项式为 p(λ) = λ4 + a3λ
3 +

a2λ
2 + a1λ + a0. 则由p(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)(λ− λ4)可知





a3 = −(λ1 + λ2 + λ3 + λ4)

a2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4

a1 = −(λ1λ2λ3 + λ1λ2λ4 + λ1λ3λ4 + λ2λ3λ4)

a0 = |A| = λ1λ2λ3λ4

其次，由于迹在相似变换下保持不变，故由A的约当标准形（或Schur分解）立知





λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 1 · · · · · · · · · · · · (1)

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ2

4 = 2 · · · · · · · · · · · · (2)

λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 + λ3

4 = 3 · · · · · · · · · · · · (3)

λ4
1 + λ4

2 + λ4
3 + λ4

4 = 4 · · · · · · · · · · · · (4)

......(10分)

由（1）和（2）得

a2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4 = −1

2

由（1）两边立方得

1 = λ3
1+λ3

2+λ3
3+λ3

4+3λ2
1(λ2+λ3+λ4)+3λ2

2(λ1+λ3+λ4)+3λ2
3(λ2+λ1+λ4)+3λ2

4(λ2+λ3+λ1)−6a1

再由（1）（2）（3）即得

1 = 3 + 3λ2
1 − 3λ3

1 + 3λ2
2 − 3λ3

2 + 3λ2
3 − 3λ3

3 + 3λ2
4 − 3λ3

4 − 6a1

a1 = −1

6

最后，由p(λ) = λ4 − λ3 − 1
2
λ2 − 1

6
λ + a0得





p(λ1) = 0
...

p(λ4) = 0

相加得

4− 3− 1

2
× 2− 1

6
× 1 + 4a0 = 0

结果a0 = 1
24

, 亦即A的行列式为 1
24

.¤
......(20分)
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三、(本题 15 分) 设 A 为 n 阶实方阵，其 n 个特征值皆为偶数. 试证明关于 X

的矩阵方程

X + AX −XA2 = 0

只有零解。

证证证明明明 设C = I + A, B = A2, A的n个特征值为 λ1, λ2, . . . , λn, 则B的n个特征值为

λ2
1, λ

2
2, . . . , λ

2
n; C的n个特征值为 µ1 = λ1 + 1, µ2 = λ2 + 1, . . . , µn = λn + 1; C 的特征

多项式为 pC(λ) = (λ− µ1)(λ− µ2) · · · (λ− µn).

......(5分)

若X为X +AX−XA2 = 0的解，则有 CX = XB;进而 C2X = XB2, · · · , CkX =

XBk · · · , 结果 0 = pC(C)X = XpC(B) = X(B − µ1I) · · · (B − µnI). 注意到B的n个

特征值皆为偶数，而C的n个特征值皆为奇数，故

B − µ1I, · · · , B − µnI 皆为可逆矩阵，结果由 0 = X(B − µ1I) · · · (B − µnI)立得

X = 0.¤
......(15分)
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四、(本题 15分)数列 {an}满足关系式 an+1 = an+ n
an

, a1 > 0. 求证 lim
n→∞

n(an−n)

存在.

证证证明明明 a2 = a1 + 1
a1

> 2. 若 an > n, 则

an+1 − (n + 1) = an + n
an
− n− 1 = (1− 1

an
)(an − n) > 0, 故

an > n, ∀n > 2, 且an − n单调递减.

......(5分)

令 bn = n(an − n), 则

bn+1 = (n + 1)(an+1 − n− 1) = (n + 1)(an + n
an
− n− 1)

= (an − n)(n + 1)(1− 1
an

) = (1 + 1
n
)(1− 1

an
)bn

= (1+ an−n
nan

− 1
nan

)bn = (1+Rn)bn,其中 Rn = an−n
nan

− 1
nan

. 从而 bn = b2

∏n−1
k=2(1+Rk).

......(10分)

考察Rn.

|Rn| 6 |an−n
nan

|+ 1
nan

6 1+|a2−2|
n2 , n > 2.

结果由lim
∏n−1

k=2(1 + Rk)存在知lim n(an − n) 存在.

......(15分)
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五、 (本题 15 分)设 f(x) 是 [0, +∞) 上有界连续函数, h(x) 是 [0, +∞) 上连续

函数, 且
∫ +∞

0
|h(t)| dt = a < 1. 构造函数列如下: g0(x) = f(x),

gn(x) = f(x) +

∫ x

0

h(t)gn−1(t) dt, n = 1, 2, · · · (1)

求证 {gn(x)} 收敛于一个连续函数, 并求其极限函数.

证证证明明明记 M = sup |f(x)|.因而 |g0(x)| 6 M.假设 |gn−1(x)| 6 (1+ a+ · · ·+ an−1)M.

由 (1) 可得

|gn(x)| 6 |f(x)|+
∫ x

0

|h(t)| |gn−1(t)| dt

6 M +

∫ +∞

0

|h(t)|(1 + a + · · ·+ an−1)M dt

= M + a(1 + a + · · ·+ an−1)M

= (1 + a + · · ·+ an−1 + an)M.

因此 |gn(x)| 6 1−an+1

1−a
M. 由 (1) 可得

gn(x)− gn−1(x) =

∫ x

0

h(t)(gn−1(t)− gn−2(t)) dt,

由此可得

sup |gn(x)− gn−1(x)| 6 a sup |gn−1(x)− gn−2|.
从而

sup |gn(x)− gn−1(x)| 6 an−1 sup |g1(x)− g0(x)| 6 anM.

...........5分

由于 a ∈ [0, 1), 从上面这个式子, 可知函数项级数

+∞∑
n=1

(gn(x)− gn−1(x))

在 [0, +∞) 上一致收敛, 即函数列 {gn(x)} 在 [0, +∞) 上一致收敛. 因为函数列的每

一项都连续, 因而其极限函数 g(x) 也是连续函数. ...........10分

在 (1) 的两边取极限得

g(x) = f(x) +

∫ x

0

h(t)g(t) dt. (2)

记 ψ(x) =
∫ x

0
h(t)g(t) dt, H(x) =

∫ x

0
h(t) dt, 则此二函数可导, 且 ψ′(x) = h(x)g(x),

H ′(x) = h(x). 由 (2) 得

ψ′(x)− h(x)ψ(x) = h(x)f(x).
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因而 (
e−H(x)ψ(x)

)′
= e−H(x)h(x)f(x).

两边积分可得

e−H(x)ψ(x) =

∫ x

0

e−H(t)h(t)f(t) dt.

即,

ψ(x) = eH(x)

∫ x

0

e−H(t)h(t)f(t) dt.

将此代入 (2) 就得到

g(x) = f(x) + eH(x)

∫ x

0

e−H(t)h(t)f(t) dt.

..........15分
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六、 (本题 20 分) 设 f(x) 是 R 上有下界或者有上界的连续函数且存在正数 a

使得

f(x) + a

∫ x

x−1

f(t) dt

为常数。求证：f(x) 必为常数。

证证证明明明: 不妨设 f(x) 有下界。设 m = infx∈R f(x), g(x) = f(x)−m, 则 g(x) 为非负

连续函数，且

A = g(x) + a

∫ x

x−1

g(t) dt (1)

为非负常数。 ........5分

由 (1) 知 g(x) 是可微函数，且

g′(x) + a
(
g(x)− g(x− 1)

)
= 0. (2)

由此

(eaxg(x))′ = aeaxg(x− 1) > 0.

这说明 eaxg(x) 是递增函数。 ........10分

由 (1), 可得

A = g(x) + a

∫ x

x−1

eatg(t)e−at dt

6 g(x) + aeaxg(x)

∫ x

x−1

e−at dt

= g(x) + eaxg(x)
(
e−a(x−1) − e−ax

)

= eag(x).

由此，可得

g(x) > Ae−a.

...... 15分

由 g(x) 的定义知，g(x) 的下确界为零，因此 A = 0. 再根据 (1) 可知 g(x) 恒等于

零，即 f(x) 为常数。 ........20分
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�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

KÒ � � n o Ê 8 o©

÷© 15 15 15 15 20 20 100

�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>, �3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K, �µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
, ��3���¡, ¿I²KÒ.

�! (�K 15 ©) ®��m�ü^��

l1 :
x− 4

1
=
y − 3

−2
=
z − 8

1
,

l2 :
x+ 1

7
=
y + 1

−6
=
z + 1

1
.

1¤y² l1 Ú l2 É¡¶

2¤¦ l1 Ú l2 úR��IO�§¶

3¤¦ë� l1 þ�?�:Ú l2 þ�?�:�ã¥:�;,����§"

(1) yyy²²²µ l1 þk: r1 = (4, 3, 8)§���þ� v1 = (1,−2, 1)"
l2 þk: r2 = (−1,−1,−1)§���þ� v2 = (7,−6, 1)"
q

(r1 − r2, v1, v2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 4 9

1 −2 1

7 −6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

�l1 Ú l2 É¡" (3©)

(2) l1þ�?�: P1 = r1 + t1v1 � l2þ�?�: P2 = r2 + t2v2 �ë�����

þ�

−−→
P1P2 = r2 − r1 + t2v2 − t1v1

= (−5 + 7t2 − t1,−4− 6t2 + 2t1,−9 + t2 − t1).

úR�����þ�

v = v1 × v2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 −2 1

7 −6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (4, 6, 8).

1 1 �£� 5 �¤



d
−−→
P1P2 � v ²1µ

(−5 + 7t2 − t1) : (−4− 6t2 + 2t1) : (−9 + t2 − t1) = 4 : 6 : 8

�

t1 = −1, t2 = 0.

�:r2 + 0v2 = (−1,−1,−1)3úR�þ§lúR��IO�§�

x+ 1

4
=
y + 1

6
=
z + 1

8
.

(9©)

(3) P1 = r1 + t1v1 � P2 = r2 + t2v2 �¥:�

1

2
(3 + t1 + 7t2, 2− 2t1 − 6t2, 7 + t1 + t2).

Ïd¥:;,���²¡§²¡�{�þ�

v = v1 × v2 = (4, 6, 8).

q:1
2
(3, 2, 7)3²¡þ§�;,��§�

4x+ 6y + 8z − 40 = 0.
(15©)

�!(�K 15 ©) �f ∈ C[0, 1] ´�K�î�üNO¼ê"
1¤y²µé?¿n ∈ N§�3��� xn ∈ [0, 1]§¦�

(
f(xn)

)n
=

∫ 1

0

(
f(x)

)n
dx.

2¤y²µlimn→∞ xn = 1.

yyy²²²: 1¤

f(0)n ≤
∫ 1

0

(
f(x)

)n
dx ≤ f(1)n,

dëY¼ê�0�5��� xn ��35" (3©)

du f ´î�üN¼ê§xn ´���" (5©)

2¤é?¿�� ε > 0, d f ��K5ÚüN5§

(
f(xn)

)n ≥ ∫ 1

1−ε

(
f(1− ε)

)n
= ε
(
f(1− ε)

)n
,

�

f(xn) ≥ n
√
εf(1− ε),

l

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(1− ε).

1 2 �£� 5 �¤
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d f �üN5§

lim inf
n→∞

xn ≥ 1− ε.

d ε �?¿5, lim xn = 1. (15©)

n! (�K 15 ©) � V �4«m [0, 1] þ�N¢¼ê�¤�¢�þ�m§Ù¥

�þ\{�Xþ¦{þ�Ï~�" f1, . . . , fn ∈ V . y²±eü^�dµ

1¤f1, . . . , fn �5Ã'¶

2¤∃a1, . . . , an ∈ [0, 1] ¦� det(fi(aj)) 6= 0, ùp det L1�ª.

yyy²²² 2)⇒ 1). �Ä�§ λ1f1 + · · · + λnfn = 0. ò a1, . . . , an ©O�\§��§

| 
λ1f1(a1) + · · ·+ λnfn(a1) = 0

...

λ1f1(an) + · · ·+ λnfn(an) = 0

5¿�þã�§|�XêÝ
� (fi(aj))
T , Ïdd det(fi(aj)) 6= 0 ���� λ1 =

· · · = λn = 0. (6©)

1)⇒ 2). ^8B{. Äk§ n = 1�§(Øw,"

Ùg§�n = k�(Øý"Kn = k+1�§df1, . . . , fk+1 �5Ã'�§ f1, . . . , fk

�5Ã'. Ïd∃a1, . . . , ak ∈ [0, 1] ¦�det(fi(aj))k×k 6= 0"*	¼ê

F (x) = det


f1(a1) · · · f1(ak) f1(x)

...
...

...

fk(a1) · · · fk(ak) fk(x)

fk+1(a1) · · · fk+1(ak) fk+1(x)

 .

U����Ðm�

F (x) = λ1f1(x) + · · ·+ λkfk(x) + λk+1fk+1(x),

Ù¥ λ1, . . . , λk+1þ�~þ"5¿� λk+1 6= 0, Ïddf1, . . . , fk+1 �5Ã'� F (x)Ø

ð�0, l∃ak+1 ∈ [0, 1]¦�F (ak+1) 6= 0. ½= a1, . . . , ak+1 ∈ [0, 1], det(fi(aj)) 6= 0.

y." (15©)

o!(�K 15 ©) � f(x) 3 R þk���¼ê, f(x), f ′(x), f ′′(x) Ñ�u", b

��3�ê a, b ¦� f ′′(x) 6 af(x) + bf ′(x) é�� x ∈ R ¤á.

(i) ¦y: lim
x→−∞

f ′(x) = 0;

(ii) ¦y: �3~ê c ¦� f ′(x) 6 cf(x).

(iii) ¦¦þ¡Ø�ª¤á���~ê c.

yyy²²²: d^�� f 9 f ′ ´üN4O��¼ê§Ïd lim
x→−∞

f(x) Ú lim
x→−∞

f ′(x) Ñ

�3" (2©)
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�â�©¥�½n§é?¿ x �3 θx ∈ (0, 1) ¦�

f(x+ 1)− f(x) = f ′(x+ θx) > f ′(x) > 0.

þª�>� x→ −∞ �4�� 0§Ïk lim
x→−∞

f ′(x) = 0. (5©)

� c = b+
√
b2+4a
2

. K c > b > 0, � a
b−c = −c. u´�â^�k

f ′′(x)− cf ′(x) 6 (b− c)f ′(x) + af(x) = (b− c)(f ′(x)− cf(x)).

ù`²¼ê e−(b−c)x(f ′(x)− cf(x)) ´üN4~�"5¿�T¼ê� x→ −∞ �4�
� 0§Ïdk f ′(x)− cf(x) 6 0. =§f ′(x) 6 cf(x). (10©)

~ê c ´�Z�§ù´Ï�é¼ê f(x) = ecx k f ′′(x) = af(x) + bf ′(x). (15©)

Ê! (�K 20 ©) � m ��½���ê. y²µé?Û���ê n,l, �3 m �

�
 X ¦�

Xn +X l = I +



1 0 0 · · · 0 0

2 1 0 · · · 0 0

3 2 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

m− 1 m− 2 m− 3 · · · 1 0

m m− 1 m− 2 · · · 2 1


.

yyy²²² 1¤- H =


0

1
. . .
. . . . . .

1 0

, K¤¦��§C�

Xn +X l = 2I + 2H + 3H2 + · · ·+mHm−1.
(3©)

2)�	/X



1 0 0 · · · 0 0

a1 1 0 · · · 0 0

a2 a1 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

am−1 am−2 am−3 · · · 1 0

am am−1 am−2 · · · a1 1


�Ý
 X, Kk X = I + a1H +

a2H
2 + · · ·+ amH

m−1. (J§

Xn = (I + a1H + a2H
2 + · · ·+ amH

m−1)n

= I + (na1)H + (na2 + f1(a1))H
2 + · · ·+ (nam + fm−1(a1, · · · , am−1))Hm−1,

Ù¥ f1(a1) d a1 (½§ . . .§ fm−1(a1, · · · , am−1) d a1, · · · , am−1 (½.

1 4 �£� 5 �¤
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aq/, k

X l = I + (la1)H + (la2 + g1(a1))H
2 + · · ·+ (lam + gm−1(a1, · · · , am−1))Hm−1.

(12©)

3) *	e��§|
(n+ l)a1 = 2,

(n+ l)a2 + (f1(a1) + g1(a1)) = 3,

· · ·
(n+ l)am +

(
fm−1(a1, . . . , am−1) + gm−1(a1, · · · , am−1)

)
= m.

���wÑT�§|k)"·K�y" (20©)

8!(�K 20 ©) � α ∈ (0, 1), {an} ´�ê��÷v

lim inf
n→∞

nα
(

an
an+1

− 1

)
= λ ∈ (0,+∞).

¦y lim
n→∞

nkan = 0, Ù¥ k > 0.

yyy²²²µµµ d^���l,�m© {an} üN4~"Ïd§

lim
n→∞

an = a > 0.

e a > 0, K� n ¿©��§

an − an+1

1/nα
= nα

(
an
an+1

− 1

)
an+1 =

λa

2
> 0.

Ï�
∞∑
n+1

1

nα
uÑ§¤±

∞∑
n=1

(an− an+1) �uÑ§�d?êw,Âñ� a1− a. ù´g

ñ�¤±Ak a = 0. (10©)

- bn = nkan. Kk

nα
(

bn
bn+1

− 1

)
=

(
n

n+ 1

)k [
nα
(

an
an+1

− 1

)
− nα

(
(1 +

1

n
)k − 1

)]
.

Ï� (1 + 1
n
)k − 1 ∼ k

n
(n→∞), ¤±dþª9^���

lim inf
n→∞

nα
(

bn
bn+1

− 1

)
= λ, (n→∞).

Ïddm©¤y§�� lim
n→∞

bn = 0, =§ lim
n→∞

nkan = 0. (20©)
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(êÆa, 2013c10�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

�! (�K 15 ©) ²¡ R2 þü��»� r �� C1 Ú C2 	�u P :. ò� C2

÷ C1 ��±£ÃwÄ¤EÄ�±§ù�, C2 þ� P :�� C2 �$Ä$Ä. P Γ

� P :�$Ä;,�, ¡�%9�. y� C �±P �Ð© � (�:) ��%��,

Ù�»� R. P γ : R2 ∪ {∞} → R2 ∪ {∞} �� C ��üC�§§ò Q ∈ R2\{P}
N¤�� PQ þ�: Q′, ÷v

−→
PQ ·

−−→
PQ′ = R2. ¦yµγ(Γ) ��Ô�.

y² ± C1 ��% O ��:ïá���IX§¦�Ð©�: P = (0, r). ò�

C2 ÷ C1 ��±£ÃwÄ¤EÄ� Q :, P� ∠POQ = θ, K Q = (r sin θ, r cos θ).

- `Q � C1 3 Q :���, §�ü {�� ~n = (sin θ, cos θ). ù�, P :$Ä� P

'u�� `Q �é¡: P ′ = P (θ) ?. u´, k

−−→
OP ′ =

−→
OP +

−−→
PP ′ =

−→
OP − 2(

−→
QP · ~n)~n. (5©)

� P :�$Ä;,�(%9�)�

P (θ) = P ′ = (2r(1 − cos θ) sin θ, r + 2r(1 − cos θ) cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (8©)

N´��, � C ��üC���IL«�

(x̃, ỹ) = (0, r) +
R2

x2 + (y − r)2
(x, y − r). (11©)

ò (x, y) = P (θ) �<, ��

(x̃, ỹ) =

(
R2 sin θ

2r(1 − cos θ)
,

R2 cos θ

2r(1 − cos θ)
+ r

)
. (13©)

��O�§���Ô��§

ỹ =
r

R2
x̃2 + (r − R2

4r
). (15©)

1 1 �£� 5 �¤



�! (�K 10 ©) � n ��
 B(t) Ú n × 1 Ý
 b(t) ©O� B(t) = (bij(t))

Ú b(t) =


b1(t)

...

bn(t)

, Ù¥ bij(t), bi(t)þ�'u t�¢Xêõ�ª, i, j = 1, 2, · · · , n. P

d(t) � B(t) �1�ª, di(t) �^ b(t) O� B(t) �1 i ��¤�� n �Ý
�1�

ª. e d(t) k¢� t0 ¦� B(t0)X = b(t0) ¤�'u X ��N�5�§|, Áy²:

d(t), d1(t), · · · , dn(t) 7kgê > 1 �úÏª.

y²�B(t)�1 i��Bi(t), i = 1, 2, · · · , n. äóµ t−t0´ d(t), d1(t), · · · , dn(t)

�úÏª. �y. Ø���5§� d1(t0) 6= 0§u´

�[B(t0), b(t0)] = n, Ï� d1(t0) 6= 0. (5 ©)

5¿��B(t0) 6 n − 1, (J

O2
[B(t0), b(t0)] �� 6= B(t0) ��, (9 ©)

l B(t0)X = b(t0) Ø�N. gñ. y.. (10 ©)

8! (�K 25 ©) � Rn×n � n �¢�
�N, Eij � (i, j)  ���� 1

Ù{ ���� 0 � n ��
, i, j = 1, 2, · · · , n. 4 Γr ���u r �¢ n ��


�N, r = 0, 1, 2, · · · , n, ¿4 φ : Rn×n → Rn×n ��¦Nì, =÷v: φ(AB) =

φ(A)φ(B),∀ A,B ∈ Rn×n. Áy²:

(1) ∀ A,B ∈ Γr, �φ(A) =�φ(B).

(2) e φ(0) = 0, ��3,��� 1 �Ý
 W ¦� φ(W ) 6= 0, K7�3�_�
 R

¦� φ(Eij) = REijR
−1 é�� Eij �¤á, i, j = 1, 2, · · · , n.

y²: (1) A,B ∈ Γr L² A �L� A = PBQ, Ù¥ P,Q �_. (1 ©)

(J φ(A) = φ(P )φ(B)φ(Q), l �φ(A) 6�φ(B). (3 ©)

é¡/k �φ(B) 6�φ(A). =k, �φ(A) = φ(B). (5 ©)

(2) �	Ý
8Ü {φ(Eij)|i, j = 1, 2, · · · , n}. k�	 φ(E11), · · · , φ(Enn). d (1)

� φ(Eij) ��"
, AO/, φ(Eii) ��"��
, ��3ü A��þ wi ¦�

φ(Eii)wi = wi, i = 1, 2, · · · , n.

l��þ|: w1, w2, · · · , wn. (7 ©)

d�þ|kXe5�:

a) φ(Eii)wk =

φ(Eii)φ(Ekk)wk = φ(EiiEkk)wk = 0, k 6= i �

wi, k = i �.

b) w1, w2, · · · , wn �5Ã', l�¤ Rn �Ä, Ý
 W = [w1, w2, · · · , wn] �

�_
. ¯¢þ, e x1w1 + · · · + xnwn = 0, K3ü>^ φ(Eii) �^�, � xi = 0,

i = 1, 2, · · · , n. (11 ©)

c) � k 6= j �, φ(Eij)wk = φ(Eij)φ(Ekk)wk = φ(EijEkk)wk = 0;

� k = j �, - φ(Eij)wk = b1jw1 + · · · + bijwi + · · · + bnjwn. ü>©O^

1 2 �£� 5 �¤
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φ(E11), · · · , φ(Ei−1 i−1), φ(Ei+1 i+1), · · · , φ(Enn) �^�, �

0 = φ(E11Eij)wj = φ(E11)φ(Eij)wk = b1jw1, · · · ,

0 = φ(EnnEij)wj = φ(Enn)(b1jw1 + · · · + bijwi + · · · + bnjwn) = bnjwn,

=k

b1j = · · · = bi−1 j = bi+1 j = · · · = bnj = 0.

l φ(Eij)wj = bijwi, ?�Ú, bij 6= 0, ÄKk φ(Eij)[w1, · · · , wn] = 0, �� φ(Eij) �

"
, Ø�U. (15 ©)

ù�ÏLO� φ(Eij)wj i, j = 1, 2, · · · , n, ·��� n2 ��"�¢ê:

b11 · · · b1n

...
...

...

bn1 · · · bnn

5¿� EmrErs = Ems, l

bmswm = φ(Ems)ws = φ(Emr)φ(Ers)ws = φ(Emr)brswr = brsbmrwm

Ïdk bmrbrs = bms. (17 ©)

��, - vi = bi1wi, i = 1, 2, · · · , n. Kk

φ(Eij)vk =

0, k 6= j �

φ(Eij)bj1wj = bj1bijwi = bi1wi = vi, k = j �.
(21 ©)

- R = [v1, · · · , vn], K R = [w1, · · · , wn]


b11

. . .

bn1

 ��_Ý
, �

φ(Eij)R = φ(Eij)[v1, · · · , vn] = [0, · · · , 0, vi, 0 · · · , 0] = [v1, · · · , vn]Eij

=, φ(Eij) = REijR
−1. y.. (25 ©)

1 3 �£� 5 �¤



n! (�K 15©)� f(x)3«m [0, a]þk��ëY�ê, f ′(0) = 1, f ′′(0) 6= 0,

� 0 < f(x) < x, x ∈ (0, a). -

xn+1 = f(xn), x1 ∈ (0, a).

(1) ¦y {xn} Âñ¿¦4�; (2) Á¯ {nxn} ´ÄÂñ? eØÂñ, K`²nd. e

Âñ, K¦Ù4�.

y² (1) d^� 0 < x2 = f(x1) < x1, 8B/�y� 0 < xn+1 < xn, u´ {xn}
k4�, �� x0. d f �ëY5, 9 xn+1 = f(xn) � x0 = f(x0). qÏ�� x > 0 �,

f(x) > x, ¤±�k x0 = 0. =, lim
n→∞

xn = 0. (5 ©)

(2) d Stolz ½nÚ L’Hospital {K,

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n

1/xn

= lim
n→∞

1

1/xn+1 − 1/xn

= lim
n→∞

xn+1xn

xn − xn+1

(8©)

= lim
n→∞

xnf(xn)

xn − f(xn)
= lim

x→0

xf(x)

x − f(x)

= lim
x→0

f(x) + xf ′(x)

1 − f ′(x)
= lim

x→0

2f ′(x) + xf ′′(x)

−f ′′(x)

= − 2

f ′′(0)
(15©)

o! (�K 15 ©) � a > 1, ¼ê f : (0, +∞) → (0, +∞) ��. ¦y�3ªu

Ã¡��ê� {xn} ¦�

f ′(xn) < f(axn), n = 1, 2, · · · .

y² e(ØØé, K�3 x0 > 0 ¦�� x > x0 �, k f ′(x) > f(ax) > 0. (5©)

u´� x > x0 �, f(x) î�4O, �d�©¥�½n

f(ax) − f(x) = f ′(ξ)(a − 1)x > f(aξ)(a − 1)x

> f(ax)(a − 1)x.

�ùéu x > 1
a−1
´ØU¤á�. (10©)

1 4 �£� 5 �¤
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Ê! (�K 20 ©) � f : [−1, 1] → R �ó¼ê, f 3 [0, 1] þüN4O, q� g

´ [−1, 1] þ�à¼ê, =é?¿ x, y ∈ [−1, 1] 9 t ∈ (0, 1) k

g(tx + (1 − t)y) 6 tg(x) + (1 − t)g(y).

¦y: 2

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx >
∫ 1

−1

f(x) dx

∫ 1

−1

g(x) dx.

y² du f �ó¼ê, ��∫ 1

−1

f(x)g(x) dx =

∫ 1

−1

f(x)g(−x) dx. (2©)

Ï

2

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx =

∫ 1

−1

f(x)(g(x) + g(−x)) dx

= 2

∫ 1

0

f(x)(g(x) + g(−x)) dx. (1)

(7©)

Ï� g(x) �à¼ê, ¤±¼ê h(x) = g(x) + g(−x) 3 [0, 1] þ4O. (10©)

�é?¿ x, y ∈ [0, 1], k

(f(x) − f(y))(h(x) − h(y)) > 0.

Ï ∫ 1

0

∫ 1

0

(f(x) − f(y))(h(x) − h(y)) dxdy > 0. (15©)

dd��

2

∫ 1

0

f(x)h(x) dx > 2

∫ 1

0

f(x) dx ·
∫ 1

0

h(x) dx

=
1

2

∫ 1

−1

f(x) dx ·
∫ 1

−1

h(x) dx

=

∫ 1

−1

f(x) dx ·
∫ 1

−1

g(x) dx. (20©)

(Ü (1) =�(Ø.

1 5 �£� 5 �¤



DECA
1 :� 15 /� p Γ ��%e	_ z = 3x2 + 4y2 + 1. �$"> Γ �h9_�jh9_,��B� �p (x, y, z) �h9_o�"�.$"���&�� t s� t(x, y, z) \&�%e	_o� 5 /�� v� tz = (3x2 +4y2)t2 +1, �i)15 t �*�,�4��12� 10 /�� v�d
t

∆ = z2 − 4(3x2 + 4y2) = 0.)Ovzj�h9_,�� 15 /�� 2

2 : � 15 /�p Γ �e	� P v!D"� e	�Æ��"�7 P �1 L ! Γ ����Kk"�_=�� A(L). .`� A(L) l=�2�iM�
P g� L � Γ zI��&�6"�B� ��-pe	,�� y = x2, P = (x0, y0)� 1 /�� P !D"&e	��Æ�' y0 > x20� 2 /��p L �,�� y = k(x− x0) + y0. L ! Γ �E"� x ?�℄; x2 = k(x− x0) + y0, �X1J x1 < x2 ℄;

x1 + x2 = k, x1x2 = kx0 − y0� 6/��L! x 7�x = x1, x = x2 3��}�_= D = 1
2(x

2
1+x22)(x2−x1),e	! x 7� x = x1, x = x2 3�k"�_=� ∫ x2

x1
x2 dx = 1

3(x
3
2 −x31)� 8/�� v�

A(L) =
1

2
(x21 + x22)(x2 − x1)−

1

3
(x32 − x31) =

1

6
(x2 − x1)

3

36A(L)2 = (x2 − x1)
6 = ((x1 + x2)

2 − 4x1x2)
3 = (k2 − 4kx0 + 4y0)

3

= ((k − 2x0)
2 + 4(y0 − x20))

3 ≥ 64(y0 − x20)
3.� 12/�� t�W�iM� A(L)l=�2��iM� k = 2x0,? x1+x2 = 2x0� 15 /�� 2

3: � 10 /�p f ∈ C1[0,+∞), f(0) > 0, f ′(x) ≥ 0∀x ∈ [0,+∞).�/ ∫ +∞

0
1

f(x)+f ′(x) dx < +∞, j.� ∫ +∞

0
1

f(x) dx < +∞.B� �� f ′(x) ≥ 0, �
0 ≤

∫ N

0

1

f(x)
dx−

∫ N

0

1

f(x) + f ′(x)
dx =

∫ N

0

f ′(x)

f(x)(f(x) + f ′(x))
dx

1



� 1 /��l>�
lim

N→+∞

∫ N

0

f ′(x)

f(x)(f(x) + f ′(x))
dx ≤ lim

N→+∞

∫ N

0

f ′(x)

f(x)2
dx

= lim
N→+∞

(− 1

f(x)
) |N0 ≤ 1

f(0)� 8 /��4��/�B�
∫ +∞

0

1

f(x)
dx ≤

∫ +∞

0

1

f(x) + f ′(x)
dx+

1

f(0)
< +∞� 10 /��

4: � 10 /�p A,B,C R�r n H-$P*� P (t) = At2 +Bt+C, f(t) =
detP (t), f6 t ��$#� detP (t) 	u P (t) ��Zt�n λ � f(t) �2�w.`� Re(λ) < 0, )V Re(λ) 	u λ �r�B� �p λ � f(t) �2�'� detP (t) = 0, �) P (t) � n 1Z�Æ5� v�& α 6= 0 s� P (λ)α = 0, N) α∗P (λ)α = 0. � 4 /�Q~!�

α∗Aαλ2 + α∗Bαλ+ α∗Cα = 0.[ a = α∗Aα, b = α∗Bα, c = α∗Cα, '� A,B,C G�-$P*/ a > 0, b >
0, c > 0, i

λ =
−b±

√
b2 − 4ac

2a� 6 /��8���� b2 − 4ac ≥ 0 q� √
b2 − 4ac < b, �)

Reλ =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
< 0;� 8/��� b2−4ac < 0q�√b2 − 4ac = i

√
4ac− b2, �) Reλ = −b/2a < 0.

2

5: � 10 /��/ (1+x)n

(1−x)3
=

∑

∞

i=0 aix
i, |x| < 1, n �-,x�j ∑n−1

i=0 ai.B� �� ∑n−1
i=0 ai g� (1+x)n

(1−x)3
· 1
1−x

(St6 xn−1 �
x� 2 /��)
(1 + x)n

(1− x)4
=

(2− (1− x))n

(1− x)4
=

n
∑

i=0

(−1)iCi
n2

n−i(1− x)i−4,

2



f xn−1 �
x  
2n(1−x)−4−n2n−1(1−x)−3+

n(n− 1)

2
2n−2(1−x)−2−n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3(1−x)−1� xn−1 �
x� 6 /���O  

2n

3!
((1− x)−1)′′′ − n2n−1

2!
((1− x)−1)′′

+
n(n− 1)

2
2n−2((1− x)−1)′ − n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3(1− x)−1� xn−1 �
x�{  

2n

3!
(n+2)(n+1)n− n2n−1

2!
(n+1)n+

n(n− 1)

2
2n−2n− n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3.4�

n−1
∑

i=0

ai =
n(n+ 2)(n + 7)

3
2n−4� 10 /�� 2

6: � 15 /�p f : [0, 1] → R T�� f(0) = f(1),
∫ 1
0 f(x) dx = 0, i f ′(x) 6=

1∀x ∈ [0, 1]. j.�'m�-,x n, � ∣

∣

∣

∑n−1
k=0 f(

k
n
)
∣

∣

∣
< 1

2 .B� �� f(0) = f(1), 4�& c ∈ (0, 1) s� f ′(c) = 0� 2/��� f ′(x) 6= 1,��8xL2�5;� f ′(x) < 1� 4 /��[ g(x) = f(x)− x, ' g(x) ��#�C8x� 6 /��4
−1

2
+

1

n
=

∫ 1

0
g(x)dx+

1

n
>

1

n
(

n
∑

k=1

g(
k

n
) + 1))

=
1

n

n−1
∑

k=0

g(
k

n
) >

∫ 1

0
g(x)dx = −1

2� 12 /�� v�
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k=0

f(
k

n
)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k=0

g(
k

n
) +

n− 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

2
2� 15 /�

3



7: � 25 /��/rP* A =

(

2 2
2 a

)

, B =

(

4 b
3 1

)

. .`�
(1) P*,� AX = B �J� BY = A �J����Bv a 6= 2, b = 4/3;

(2) A Æy B ����Bv a = 3, b = 2/3;

(3) A :� B ����Bv a < 2, b = 3.B� � (1) P*,� AX = B �J A B �Z�YT� A �Z�Y�	u� BY = A �J A A �a1Z�Y�b� B �Z�Y�	u� 2/��' (A,B) >� ��<�
(

2 2 4 b
2 a 3 1

)

→
(

2 2 4 b
0 a− 2 −1 1− b

)/� B �Z�Y<T� A �Z�Y�	u�iM� a 6= 2� 6 /��'P*
(B,A) >� ��<�

(B,A) =

(

4 b 2 2
3 1 2 a

)

→
(

4 b 2 2
0 1− 3b/4 1/2 a− 3/2

)

.��/ A �Z�Y<�b� B �Z�Y�	u����Bv b = 4/3. z�P*,� AX = B �J� BY = A �J����Bv a 6= 2, b = 4/3 � 10/��
(2) n A,B Æy�'� trA = trB, i |A| = |B|, 4� a = 3, b = 2/3 � 12/��+0�n a = 3, b = 2/3, '�

A =

(

2 2
2 3

)

, B =

(

4 2/3
3 1

)

,

A 9 B �|+(�tR� λ2 − 5λ + 2. � λ2 − 5λ + 2 = 0 �X1���2��) A,B %T�Æy ��'F*�4 A ! B Æy� 15 /��
(3) � A �'�*�n A,B :��' B �v'�*�4 b = 3 � 16 /��P* B '��*��

g(x1, x2) = 4x21 + 6x1x2 + x22 = (3x1 + x2)
2 − 5x21.&T��< y1 = 3x1 + x2, y2 = x1 �� g(x1, x2) ���:�� y21 − 5y22� 18 /����� B �-�06�3x� 1 � 19 /��Uy!� A '��*��

f(x1, x2) = 2x21 + 4x1x2 + ax22 = 2(x1 + x2)
2 + (a− 2)x22&T��< z1 = 3x1+x2, z2 = x2 � f(x1, x2)���:��2z21+(a−2)z22� 22 /�� A,B :�����Bv{^�Æ��-�06�3x�4 A,B :�����Bv a < 2, b = 3 � 25 /� 2

4



第第第三三三届届届中中中国国国大大大学学学生生生数数数学学学竞竞竞赛赛赛赛赛赛区区区赛赛赛

试试试题题题参参参考考考答答答案案案

(数数数学学学类类类, 2011)

一一一、、、 (本题 15 分) 已知四点 A(1, 2, 7), B(4, 3, 3), (5,−1, 6), (
√
7,
√
7, 0). 试求过这

四点的球面方程.

解解解答答答: 设所求球面的球心为 (x̄, ȳ, z̄), 则

(x̄− 1)2 + (ȳ − 2)2 + (z̄ − 7)2

= (x̄− 4)2 + (ȳ − 3)2 + (z̄ − 3)2

= (x̄− 5)2 + (ȳ + 1)2 + (z̄ − 6)2

= (x̄−
√
7)2 + (ȳ −

√
7)2 + z̄2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

即 
3x̄+ ȳ − 4z̄ = −10,

4x̄− 3ȳ − z̄ = 4,

(
√
7− 1)x̄+ (

√
7− 2)ȳ − 7z̄ = −20.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

解得 (x̄, ȳ, z̄) = (1,−1, 3). 而 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

(x̄− 1)2 + (ȳ − 2)2 + (z̄ − 7)2 = 25.

于是所求球面方程为

(x− 1)2 + (y + 1)2 + (z − 3)2 = 25.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)
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二二二、、、 (本题 10分) 设 f1, f2, . . . , fn为 [0, 1]上的非负连续函数. 求证: 存在 ξ ∈ [0, 1],

使得
n∏

k=1

fk(ξ) ≤
n∏

k=1

∫ 1

0

fk(x) dx.

证证证明明明: 记

ak =

∫ 1

0

fk(x) dx, ∀ k = 1, 2, . . . , n.

当某个 ak = 0 时, 结论是平凡的. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

下设 ak > 0 ( ∀ k = 1, 2, . . . , n). 我们有

∫ 1

0

n

√√√√ n∏
k=1

fk(x)

ak
dx ≤

∫ 1

0

1

n

n∑
k=1

fk(x)

ak
dx = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

由此立即可得存在 ξ ∈ [0, 1] 使得

n

√√√√ n∏
k=1

fk(ξ)

ak
≤ 1.

结论得证. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

2
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三三三、、、 (本题 15 分) 设 F n 是数域 F 上的 n 维列空间, σ : F n → F n 是一个线

性变换. 若 ∀A ∈ Mn(F ), σ(Aα) = Aσ(α), ( ∀α ∈ V ), 证明: σ = λ · idFn , 其中 λ

是 F 中某个数, idFn 表示恒同变换.

证证证明明明: 设 σ 在 F n 的标准基 ε1, · · · , εn 下的矩阵为 B, 则 σ(α) = Bα ( ∀α ∈

F n). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

由条件: ∀A ∈ Mn(F ), σ(Aα) = Aσ(α), ∀α ∈ F n, 有 BAα = ABα, ∀α ∈ F n.

故 AB = BA, ( ∀A ∈ Mn(F )) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

设 B = (bij), 取 A = diag (1, · · · , 1, c, 1, · · · , 1), 其中 c ̸= 0, 1, 由 AB = BA 可

得 bij = 0, ∀ i ̸= j. 又取 A = In − Eii − Ejj + Eij + Eji, 这里 Est 是 (s t)− 位置

为 1 其它位置为 0 的矩阵.则由 AB = BA 可得 aii = ajj, ( ∀ i, j). 取 λ = a11. 故

B = λIn, 从而 σ = λ · idFn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)
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四四四、、、 (本题 10 分) 对于∆ABC, 求 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 的最大值.

解解解答答答: 三角形三个角 A,B,C 的取值范围为

(A,B,C) ∈ D ≡ {(α, β, γ)|α + β + γ = π, α > 0, β > 0, γ > 0} .

我们首先考虑 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 在 D 的闭包

E = {(α, β, γ)|α + β + γ = π, α ≥ 0, β ≥ 0, γ ≥ 0}

上的最大值. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

我们有

max
(A,B,C)∈E

(3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC)

= max
A+C≤π
A,C≥0

(3 sinA+ 4 sin(A+ C) + 18 sinC)

= max
0≤C≤π

max
0≤A≤π−C

(
(3 + 4 cosC) sinA++4 sinC cosA+ 18 sinC

)
= max

0≤C≤π

(√
(3 + 4 cosC)2 + 16 sin2 C + 18 sinC

)
= max

0≤C≤π
(
√
25 + 24 cosC + 18 sinC).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

考虑

f(C) =
√
25 + 24 cosC + 18 sinC, 0 ≤ C ≤ π.

易见

f(C) ≥ f(π − C), ∀C ∈ [0,
π

2
].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

直接计算得

f ′(C) = 18 cosC − 12 sinC√
25 + 24 cosC

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)

计算得 f ′(C) = 0 等价于

(8 cosC − 1)(27 cos2C + 32 cosC + 4) = 0.
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从而它在 [0,
π

2
] 的解为 C = arccos

1

8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)

于是

max
0≤C≤π

f(C) = max
0≤C≤π

2

f(C) = max

{
f(arccos

1

8
), f(0), f(

π

2
)

}
= max

{
35
√
7

4
, 7, 23

}
=

35
√
7

4
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

由此可得

max
(A,B,C)∈E

(3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC) =
35
√
7

4
,

另一方面, 不难看到 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 在 E 的边界上 (A,B,C 之一为零)

的最大值为 22. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

所以所求最大值为
35
√
7

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)
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五五五、、、 (本题 15 分) 对于任何实数 α, 求证存在取值于 {−1, 1} 的数列 {an}n≥1 满足

lim
n→+∞

( n∑
k=1

√
n+ ak − n

3
2

)
= α.

证证证明明明: 由 Taylor 展式, ∀x ∈ [−1

2
,
1

2
], 存在 ξ ∈ [−1

2
,
1

2
] 使得

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8(1 + ξ)
3
2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

从而 ∣∣∣√1 + x−
(
1 +

x

2

)∣∣∣ ≤ x2, ∀x ∈ [−1

2
,
1

2
].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)

于是当 n ≥ 2 时, 不管我们怎么选取只取值 ±1 的数列 {an}n≥1, 均有

n∑
k=1

∣∣∣√n+ ak − n
3
2 −

n∑
k=1

ak
2
√
n

∣∣∣
=

√
n

n∑
k=1

∣∣∣√1 +
ak
n

−
n∑

k=1

(1 +
ak
2n

)
∣∣∣

≤
√
n

n∑
k=1

(ak
n

)2

≤ 1√
n
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

可以有很多种方法选取只取值 ±1 的数列 {an}n≥1 使得

lim
n→+∞

n∑
k=1

ak
2
√
n
= α.

此时就成立

lim
n→+∞

( n∑
k=1

√
n+ ak − n

3
2

)
= α.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
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例如, 我们可以按以下方式选取: 取 a1 = 1, 依次定义

an+1 =


1, 如果

n∑
k=1

ak < 2α
√
n,

−1, 如果
n∑

k=1

ak ≥ 2α
√
n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

记

yn =
1√
n

n∑
k=1

ak, n = 1, 2, . . . .

我们有

−
√
n ≤ yn ≤

√
n.

若 yn > 2α, 我们有

yn+1 − yn =
yn
√
n− 1√
n+ 1

− yn

= −
√
n+ 1 +

√
n+ yn√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

,

这时

− 2√
n+ 1

< yn+1 − yn < 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

而当 yn < 2α 时, 我们有

yn+1 − yn =
yn
√
n+ 1√
n+ 1

− yn

=

√
n+ 1 +

√
n− yn√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

;

这时

0 < yn+1 − yn <
2√
n+ 1

;

于是当 yn+1 − 2α 和 yn − 2α 同号时,

|yn+1 − 2α| ≤ |yn − 2α|,

第 7页 ( 共 13页 )



而当 yn+1 − 2α 和 yn − 2α 异号时,

|yn+1 − 2α| ≤ |yn+1 − yn| ≤
2√
n+ 1

.

一般地有

|yn+1 − 2α| ≤ max(|yn − 2α|, 2√
n+ 1

).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

注意到对任何 N > 0, 总有m ≥ N , 使得 ym+1 − 2α 和 ym − 2α 异号. 由上面

的讨论可得到

|yk − 2α| ≤ 2√
m+ 1

≤ 2√
N + 1

, ∀ k = m+ 1,m+ 2, . . . .

因此, lim
n→+∞

yn = 2α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

2
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六六六、、、 (本题 20 分) 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于

B 0

0 C

, 其中

B 是可逆矩阵, C 是幂零阵, 即存在m 使得 Cm = 0.

证证证明明明: 设 V 是 F上 n 维线性空间, σ 是 V 上线性变换, 它在 V 的一组基下的

矩阵为 A. 下面证明存在 σ−不变子空间 V1, V2 满足 V = V1 ⊕ V2, 且 σ|V1 是同构，

σ|V2 是幂零变换.

首先有子空间升链： Kerσ ⊆ Kerσ2 ⊆ · · · ⊆ Kerσk ⊆ · · · 从而存在正整数m

使得 Kerσm = Ker σm+i, (i = 1, 2, · · · ). 进而有 Kerσm = Ker σ2m.

(7 分)

下面证明 V = Ker σm ⊕ Imσm.

∀α ∈ Kerσm
∩
Imσm, 由 α ∈ Imσm, 存在 β ∈ V , 使得 α = σm(β). 由

此 0 = σm(α) = σ2m(β), 所以 β ∈ Kerσ2m, 从而 β ∈ Kerσm = Ker σ2m. 故

α = σm(β) = 0. Ker σm
∩

Imσm = (0), 从而 V = Ker σm ⊕ Imσm . (12 分)

由 σ(Kerσm) ⊆ Kerσm， σ(Imσm) ⊆ Imσm 知 Kerσm, Imσm 是 σ−不变子

空间. 又由 σm(Kerσm) = (0) 知 σ|Kerσm 是幂零变换. 由 σ(Im σm) = Im σm 知

σ|Imσm 是满线性变换, 从而可逆. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17 分)

从 V1 = Im σm, V2 = Ker σm 中各找一组基 α1, · · · , αs; β1, · · · , βt，合并成 V

的一组基, σ 在此基下的矩阵为

B 0

0 C

, 其中 B 是 σ|V1 在基 α1, · · · , αs 下的矩

阵, 从而可逆; C 是 σ|V2 在基 β1, · · · , βt 下的矩阵, 是幂零矩阵. 从而 A 相似于B 0

0 C

, 其中 B 是可逆矩阵, C 是幂零矩阵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20 分)

==============================================

注注注：：： 如果视 F 为复数域直接用若当标准型证明, 证明正确可以给 10 分：

存在可逆矩阵 P , 使得

P−1AP = diag (J(λ1, n1), · · · , J(λs, ns), J(0,m1), · · · , J(0,mt)),
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其中 J(λi, ni) 是特征值为 λi 的阶为 ni 的若当块，λi ̸= 0; J(0,mj) 特征值为 0 的

阶为mj 的若当块. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

令

B = diag (J(λ1, n1), · · · , J(λs, ns)),

C = diag (J(0,m1), · · · , J(0,mt)),

则 B 为可逆矩阵, C 为幂零矩阵, A 相似于

B 0

0 C

. . . . . . . . . . . . (10 分)
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七七七、、、 (本题 15 分) 设 F (x) 是 [0,+∞) 上的单调递减函数, lim
x→+∞

F (x) = 0, 且

lim
n→+∞

∫ +∞

0

F (t) sin
t

n
dt = 0.

证明: (i) lim
x→+∞

xF (x) = 0, (ii) lim
x→0

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt = 0.

证证证明明明: 首先, 对任何 x ∈ R, 不难由关于无穷积分收敛性的 Dirichlet判别法得

到

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt 收敛. 下记

f(x) =

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt, ∀ x ∈ R.

由于 F 单调下降, ∫ (2k+2)π

2kπ

F (nt) sin t dt

=

∫ π

0

(
F (2nkπ + nt)− F (2nkπ + 2nπ − nt)

)
sin t dt

≥ 0, ∀ k = 0, 1, 2, . . . .

从而

f
( 1
n

)
=

∫ +∞

0

F (t) sin
t

n
dt

=

∫ +∞

0

nF (nt) sin t dt

=
∞∑
k=0

∫ (2k+2)π

2kπ

nF (nt) sin t dt

≥
∫ 2π

0

nF (nt) sin t dt

=

∫ π

0

n
(
F (nt)− F (2nπ − nt)

)
sin t dt

≥
∫ π

2

0

n
(
F (nt)− F (2nπ − nt)

)
sin t dt

≥ n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)] ∫ π
2

0

sin t dt

= n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)]
≥ 0.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

结合 lim
n→+∞

f
( 1
n

)
= 0 得

lim
n→+∞

n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)]
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)

这样, 任取 δ > 0, 有 N > 0 使得当 n > N 时, 有

n
∣∣∣F(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)∣∣∣ ≤ δ.

从而对任何m > 0, n > N 有

0 ≤ nF
(nπ

2

)
≤

m∑
k=0

n
∣∣∣F(3knπ

2

)
− F

(3k+1nπ

2

)∣∣∣+ nF
(3m+1nπ

2

)
≤

m∑
k=0

δ

3k
+ nF

(3m+1nπ

2

)
≤ 3δ

2
+ nF

(3m+1nπ

2

)
.

上式中令m → +∞, 由 lim
x→+∞

F (x) = 0 得到

0 ≤ nF
(nπ

2

)
≤ 3δ

2
, ∀n > N.

所以

lim
n→+∞

nF
(nπ

2

)
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

进一步利用单调性, 当 x >
π

2
时, 有

0 ≤ xF (x) ≤ π
[2x
π

]
F
([2x

π

]
· π
2

)
,

其中 [s] 表示实数 s 的整数部分. 于是可得

lim
x→+∞

xF (x) = 0.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

从而又知 xF (x) 在 [0,+∞) 上有界, 设上界为M ≥ 0.

∀ ε ∈ (0, π), 当 x > 0 时, 我们有

0 ≤ f(x) =

∫ +∞

0

x−1F (x−1t) sin t dt

≤
∫ π

0

x−1tH(x−1t)
sin t

t
dt

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

≤ x−1εH(x−1ε)

∫ π

ε

sin t

t
dt+Mε, ∀x > 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

于是

0 ≤ lim
x→0+

f(x) ≤ Mε.

由 ε ∈ (0, π) 的任意性, 可得 lim
x→0+

f(x) = 0.

进而因 f 是奇函数推得 lim
x→0

f(x) = 0. . . . . . . . . . . . . (15 分)

2
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1�3¥I�Æ)êÆ¿mýmÁòë��Y

(êÆa)

���!!!(10©©©) � ε ∈ (0, 1), x0 = a, xn+1 = a + ε sin xn (n = 0, 1, 2, . . .). y²:

ξ = lim
n→+∞

xn �3, � ξ ��§ x− ε sin x = a ����.

yyy²²²: 5¿� |(sin x)′| = | cos x| ≤ 1, d¥�½n, ·�k

| sin x− sin y| ≤ |x− y|, ∀ x, y ∈ R.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

¤±

|xn+2 − xn+1| = |ε(sin xn+1 − sin xn)| ≤ ε|xn+1 − xn|, n = 0, 1, 2, . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

l��

|xn+1 − xn| ≤ εn|x1 − x0|, ∀n = 0, 1, 2, . . . .

u´?ê

∞∑
n=0

(xn+1 − xn) ýéÂñ, l ξ = lim
n→+∞

xn �3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

éu4íª xn+1 = a + ε sin xn ü>�4�=� ξ � x− ε sin x = a ��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

?�Ú, � η �´ x− ε sin x = a, = η − ε sin η = a ��, K

|ξ − η| = ε| sin ξ − sin η| ≤ ε|ξ − η|.

¤±d ε ∈ (0, 1) �� η = ξ. = x− ε sin x = a ����. y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

���!!!(15 ©©©) � B =




0 10 30

0 0 2010

0 0 0


. y² X2 = B Ã), ùp X �n���

E�
.

1 1� ( � 8� )



yyy²²²: �y{. ��§k), =�3EÝ
 A ¦� A2 = B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

·�5¿� B �A��� 0, �Ù�êê� 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

� λ � A ���A��, K λ2 � B �A��. ¤± λ = 0. l A �A��

þ� 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

u´ A � Jordan IO.��U�J1 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


, J2 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 ½

J3 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

l A2 � Jordan IO.�U� J1 = J2
1 = J2

2 ½ J2 = J2
3 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)

Ïd A2 ��Ø�u 1, � B = A2 ��� 2 gñ.

¤± X2 = B Ã). y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(15 ©)

2

nnn!!!(10 ©©©)� D ⊂ R2 ´à«�,¼ê f(x, y)´à¼ê. y²½Ä½: f(x, y)

3 D þëY.

5: ¼ê f(x, y)�à¼ê�½Â´ ∀α ∈ (0, 1)±9 (x1, y1), (x2, y2) ∈ D, ¤á

f(αx1 + (1− α)x2, αy1 + (1− α)y2) ≤ αf(x1, y1) + (1− α)f(x2, y2).

yyy²²²: (Ø¤á. ·�©üÚy²(Ø.

(i) éu δ > 0 ±9 [x0 − δ, x0 + δ] þ���à¼ê g(x), N´�y ∀x ∈
(x0 − δ, x0 + δ):

g(x0)− g(x0 − δ)

d
≤ g(x)− g(x0)

x− x0

≤ g(x0 + δ)− g(x0)

δ
.

1 2� ( � 8� )



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

x

y

x0 − δ x0 x0 + δx x

l

∣∣∣g(x)− g(x0)

x− x0

∣∣∣ ≤
∣∣∣g(x0 + δ)− g(x0)

δ

∣∣∣+
∣∣∣g(x0)− g(x0 − δ)

δ

∣∣∣, ∀x ∈ (x0−δ, x0+δ).

dd=� g(x) 3 x0 ëY. ��/, ��m«mþ���à¼êëY.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

(ii) � (x0, y0) ∈ D. Kk δ > 0 ¦�

Eδ ≡ [x0 − δ, x0 + δ]× [y0 − δ, y0 + δ] ⊂ D.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 ©)

5¿��½ x ½ y �, f(x, y) ����¼êÑ´à¼ê, d (i) �(Ø,

f(x, y0), f(x, y0 + δ), f(x, y0 − δ) Ñ´ x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] þ�ëY¼ê, l§�

k., =�3~ê Mδ > 0 ¦�

|f(x, y0 + δ)− f(x, y0)|
δ

+
|f(x, y0)− f(x, y0 − δ)|

δ

+
|f(x0 + δ, y0)− f(x0, y0)|

δ
+
|f(x0, y0)− f(x0 − δ, y0)|

δ

≤ Mδ, ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ].

1 3� ( � 8� )



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 ©)

?�Ú, d (i) �(Ø, éu (x, y) ∈ Eδ,

|f(x, y)− f(x0, y0)|
≤ |f(x, y)− f(x, y0)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)|
≤

( |f(x, y0 + δ)− f(x, y0)|
δ

+
|f(x, y0)− f(x, y0 − δ)|

δ

)
|y − y0|

+
( |f(x0 + δ, y0)− f(x0, y0)|

δ
+
|f(x0, y0)− f(x0 − δ, y0)|

δ

)
|x− x0|

≤ Mδ|y − y0|+ Mδ|x− x0|.

u´ f(x, y) 3 (x0, y0) ëY. y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

ooo!!!(10 ©©©) � f(x) 3 [0, 1] þ Riemann �È, 3 x = 1 ��, f(1) = 0,

f ′(1) = a. y²:

lim
n→+∞

n2

∫ 1

0

xnf(x) dx = −a.

yyy²²²: P M = sup
x∈[0,1]

|f(x)| < +∞. - r(x) = f(x) − f(1) − f ′(1)(x − 1) =

f(x) − a(x − 1). Kd Peano .� Taylor Ðª�� ∀ ε > 0, ∃ δ ∈ (0, 1), ¦�

� δ < x ≤ 1 �,

|r(x)| ≤ ε(1− x).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

·�k

∫ 1

0

xnf(x) dx =

∫ δ

0

xnf(x) dx +

∫ 1

δ

axn(x− 1) dx +

∫ 1

δ

xnr(x) dx

= R1 + R2 + R3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

5¿�

|R1| ≤ M

∫ δ

0

xn dx = M
δn+1

n + 1
,

R2 = − a

(n + 1)(n + 2)
+ a

( δn+1

n + 1
− δn+2

n + 2

)

1 4� ( � 8� )



±9

|R3| ≤
∫ 1

δ

xn |r(x)| dx ≤ ε

∫ 1

δ

xn(1− x) dx

≤ ε

∫ 1

0

xn(1− x) dx =
ε

(n + 1)(n + 2)
,

·�k

lim
n→+∞

|n2R1| = 0,

lim
n→+∞

|n2R2 + a| = 0

±9

lim
n→+∞

|n2R3| ≤ ε.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

¤±

lim
n→+∞

∣∣∣n2

∫ 1

0

xnf(x) dx + a
∣∣∣ ≤ ε.

dþª9 ε > 0 �?¿5=�

lim
n→+∞

n2

∫ 1

0

xnf(x) dx = −a.

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

ÊÊÊ!!!(15 ©©©) ®��g¡ Σ (�òz)L±eÊ:µA(1, 0, 0), B(1, 1, 2),

C(1,−1,−2), D(3, 0, 0), E(3, 1, 2), F (3,−2,−4), G(0, 1, 4), H(3,−1,−2), I(5, 2
√

2, 8).

¯ Σ ´=�a¡º

)))���: ´�, A!B!C ��, D!E!F ��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

�kü«�g¡þ�U�3���n:: ü�V¡ÚV�Ô¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

,�§�±w��� ABC Ú�� DEF ´²1�§�Ø´Ó�^��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)

1 5� ( � 8� )



ùÒqüØ
V�Ô¡��U(V�Ô¡� Óx�1�ÑÉ¡§ØÓx�

1�Ñ��), ¤±��U´ü�V¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(15 ©)

5: ù�¡Ù¢´(Ø�¦Æ)�Ñ�§ª)

(x− 2)2 + y2 − z2

4
= 1.

888!!!(20 ©©©) � A � n × n ¢Ý
(�7é¡), é?� n �¢�þ α ≡
(α1, . . . , αn), αAα> ≥ 0 (ùp α> L« α �=�), ��3 n �¢�þ β, ¦

� βAβ> = 0,Ó�é?¿ n�¢�þ xÚ y,� xAy> 6= 0�k xAy>+yAx> 6= 0.

y²: é?¿ n �¢�þ v, Ñk vAβ> = 0.

yyy²²²: �?¿¢ê r, dK��

(v + rβ)A(v + rβ)> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

=

vAv> + rvAβ> + rβAv> + r2βAβ> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)

½=

vAv> + r
(
vAβ> + βAv>

)
+ r2βAβ> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(14 ©)

e vAβ> 6= 0, Kk vAβ> + βAv> 6= 0. Ïd��·��¢ê r ¦�

vAv> + r
(
vAβ> + βAv>

)
+ r2βAβ> < 0.

ñ. y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(20 ©)

2

ÔÔÔ!!!(10 ©©©) � f 3«m [0, 1] þRiemann �È, 0 ≤ f ≤ 1. ¦y: é?

Û ε > 0, �3��� 0, 1 �©ã(ãêk�)~�¼ê g(x), ¦� ∀ [α, β] ⊆ [0, 1],

∣∣∣
∫ β

α

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣ < ε.

1 6� ( � 8� )



yyy²²²: �½ n > 2
ε
. ½Â Am =

[m

n
,
m

n
+

∫ m+1
n

m
n

f(t) dt
)
,

g(x) =





1, x ∈
n−1⋃
m=0

Am,

0, x 6∈
n−1⋃
m=0

Am.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 ©)

éu 0 ≤ α < β ≤ 1, ��K�ê k ≤ ` ÷v
k

n
≤ α <

k + 1

n
,

`

n
≤ β <

` + 1

n
,

K

∣∣∣
∫ β

α

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣

≤
∫ k+1

n

α

|f(x)− g(x)| dx +
∣∣∣
∫ `

n

k+1
n

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣ +

∫ β

`
n

|f(x)− g(x)| dx

≤
∫ k+1

n

α

1 dx + 0 +

∫ β

`
n

1 dx

≤ 2

n
< ε.

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

lll!!!(10 ©©©) ®� ϕ : (0, +∞) → (0, +∞) ´��î�üNeü�ëY¼ê, ÷

v

lim
t→0+

ϕ(t) = +∞.

e ∫ +∞

0

ϕ(t) dt =

∫ +∞

0

ϕ−1(t) dt = a < +∞,

Ù¥ ϕ−1 L« ϕ ��¼ê. ¦y:

∫ +∞

0

[ϕ(t)]2 dt +

∫ +∞

0

[ϕ−1(t)]2 dt ≥ 1

2
a

3
2 .

yyy²²²: - P =
∫ +∞

p
ϕ(t) dt, Q =

∫ +∞
q

ϕ−1(t) dt, I = a− P −Q, Ù¥ pq = a.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

1 7� ( � 8� )



K

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt ≥
∫ q

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

q

( ∫ q

0

ϕ−1(t) dt
)2

=
1

q
(a−Q)2 =

1

q
(I + P )2,

∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt ≥
∫ p

0

(
ϕ(t)

)2

dt

≥ 1

p

( ∫ p

0

ϕ(t) dt
)2

=
1

p
(a− P )2 =

1

p
(I + Q)2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

Ïd,

∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt +

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

p
(I + Q)2 +

1

q
(I + P )2

≥ 2√
pq

(I + P )(I + Q) =
2√
a

(
QP + aI

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

´����·�� p, q ÷v P = Q =
a− I

2
, l

∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt +

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

a

((a− I)2

4
I + aI

)
=

2√
2

(a + I)2

4
≥ 1

2
a

3
2 .

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

1 8� ( � 8� )
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首届中国大学生数学竞赛赛区赛试卷解答 

（数学类，2009） 
 

考试形式：  闭卷      考试时间：  120 分钟   满分：   100   分.  

 

题  号 一 二 三 四 五 六 七 总分 

满  分 15 20 15 10 10 15 15 100 

得  分         

注意：1、所有答题都须写在此试卷纸密封线右边，写在其它纸上一律无效. 

      2、密封线左边请勿答题，密封线外不得有姓名及相关标记. 
 
 

一 、（ 15 分 ） 求 经 过 三 平 行 直 线 1 :L x y z= = ，

2 : 1 1L x y z− = = + ， 3 : 1 1L x y z= + = − 的圆柱面的方程. 

解： 先求圆柱面的轴 0L 的方程. 由已知条件易知，圆柱面母线的方向是

(1,1,1)n = ， 且圆柱面经过点 (0,0,0)O ， 过点 (0,0,0)O 且垂直于 (1,1,1)n = 的平

面π 的方程为： 0x y z+ + = .               ……………………………（3 分) 

π 与三已知直线的交点分别为 (0,0,0), (1,0, 1), (0, 1,1)O P Q− − ………… （5 分) 

圆柱面的轴 0L 是到这三点等距离的点的轨迹， 即 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

x y z x y z
x y z x y z

⎧ + + = − + + +⎪
⎨

+ + = + + + −⎪⎩
， 

即 

                    
1

1
x z
y z

− =⎧
⎨ − = −⎩

，……………………………………………（9 分) 

将 0L 的方程改为标准方程 

 1 1x y z− = + = . 

圆柱面的半径即为平行直线 x y z= = 和 1 1x y z− = + = 之间的距离. 0 (1, 1,0)P −  

得  分  

评阅人
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为 0L 上的点. ………………………………………………………………. （12 分) 

对圆柱面上任意一点 ( , , )S x y z ， 有 0 0| | | |
| | | |

n P S n PO
n n

× ×
= ， 即 

 2 2 2( 1) ( 1) ( 2) 6y z x z x y− + − + − − + − + + = ， 

所以，所求圆柱面的方程为： 

                  2 2 2 3 3 0x y z xy xz yz x y+ + − − − − + = .  ………………. （15 分) 

二、（20 分）设 n nC × 是 n n× 复矩阵全体在通常的运算下所构成

的复数域C 上的线性空间，
1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1

n

n

n

a
a

F a

a

−

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

（1）假设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，若 AF FA= ，证明： 

1 2
1 11 21 11

n n
n nA a F a F a F a E− −

−= + + + + ； 

（2）求 n nC × 的子空间 { }( ) |n nC F X C FX XF×= ∈ = 的维数. 

（1）的证明:记 1 2( , , , )nA α α α= ， 1 2
1 11 21 11

n n
n nM a F a F a F a E− −

−= + + + + .要证明

M A= ，只需证明 A与M 的各个列向量对应相等即可.若以 ie 记第 i个基本单位列向

量.于是，只需证明：对每个 i， ( )i i iMe Ae α= = .    ……………………… （2 分) 

若记 1 1( , , , )T
n na a aβ −= − − − ，则 2 3( , , , , )nF e e e β= .注意到， 

2 1 2
1 2 1 2 3 1 1 1, , , ( )n n

n nFe e F e Fe e F e F F e Fe e− −
−= = = = = =      （*） ….. （6 分) 

由 
1 2

1 1 11 21 11 1
1 2

1 1 11 1 21 1 11 1

1 11 1 21 2 11 1

1...............................................(10

( )n n
n n

n n
n n

n n n n

Me a F a F a F a E e

a F e a F e a Fe a Ee
a e a e a e a e

Aeα

− −
−

− −
−

− −

1

= + + + +

       = + + + +
       = + + + +

       = = 分）

 

知 2 1 1 1 1 2Me MFe FMe FAe AFe Ae= = = = =         

得  分  

评阅人  
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   2 2 2 2
3 1 1 1 1 3Me MF e F Me F Ae AF e Ae= = = = =  

 
1 1 1 1

1 1 1 1
n n n n

n nMe MF e F Me F Ae AF e Ae− − − −= = = = =  

所以，M A= .                        ………………………….. （14 分) 

（2）解： 由（1）， 2 1( ) { , , , , }nC F span E F F F −= ，………… （16 分) 

设 2 1
0 1 2 1

n
nx E x F x F x F O−

−+ + + + = ，等式两边同右乘 1e ，利用（*）得 

2 1
1 0 1 2 1 1( )n

nOe x E x F x F x F eθ −
−= = + + + +  

2 1
0 1 1 1 2 1 1 1

0 1 1 2 2 3 1 .........................(18

n
n

n n

x Ee x Fe x F e x F e
x e x e x e x e

−
−

−

= + + + +
= + + + + 分）

 

因 1 2 3, , , , ne e e e 线性无关，故， 0 1 2 1 0nx x x x −= = = = = …………（19 分) 

所以， 2 1, , , , nE F F F − 线性无关.因此， 2 1, , , , nE F F F − 是 ( )C F 的基，特别地，

dim ( )C F n= .                            ……………………………（20 分) 

三、（15 分）假设V 是复数域C 上 n维线性空间（ 0n > ）， ,f g

是V 上的线性变换.如果 fg gf f− = ，证明： f 的特征值都是

0，且 ,f g 有公共特征向量. 

证 明 ： 假 设 0λ 是 f 的 特 征 值 ， W 是 相 应 的 特 征 子 空 间 ， 即

{ }0| ( )W V fη η λ η= ∈ = .于是，W 在 f 下是不变的. …………………………（1 分) 

下面先证明， 0λ =0.任取非零 Wη ∈ ，记m 为使得 2, ( ), ( ), , ( )mg g gη η η η 线性相关的

最小的非负整数，于是，当0 1i m≤ ≤ − 时， 2, ( ), ( ), , ( )ig g gη η η η 线性无关…..（2 分) 

0 1i m≤ ≤ − 时令 2 1{ , ( ), ( ), , ( )}i
iW span g g gη η η η−= ,其中， 0 { }W θ= .因此，dim iW i=

（1 i m≤ ≤ ），并且， 1 2m m mW W W+ += = = . 显然， 1( )i ig W W +⊆ ，特别地， mW 在 g 下

是不变的.                                    ……………………………（4 分) 

下面证明， mW 在 f 下也是不变的.事实上，由 0( )f η λ η= ，知 

                     0 0( ) ( ) ( ) ( )fg gf f gη η η λ η λ η= + = + …………（5 分) 

得  分  

评阅人
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2

0 0 0 0

2
0 0 0 (6.............................

( ) ( ) ( )
( ( ) ) ( ( ) )

( ) 2 ( )

fg gfg fg
g g g

g g

η η η
λ η λ η λ η λ η

λ η λ η λ η

= +
            = + + +

            = + + 分）

 

根据 
1 1

1 1

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

k k k

k k

fg gfg fg
g fg fg

η η η

η η

− −

− −

= +

            = +
 

用归纳法不难证明， ( )kfg η 一定可以表示成 2, ( ), ( ), , ( )kg g gη η η η 的线性组合，且

表示式中 ( )kg η 前的系数为 0λ .              …………………………………. （8分) 

因此， mW 在 f 下也是不变的， f 在 mW 上的限制在基 2 1, ( ), ( ), , ( )mg g gη η η η− 下的

矩阵是上三角矩阵，且对角线元素都是 0λ ，因而，这一限制的迹为 0mλ . …..（10 分) 

由于 fg gf f− = 在 mW 上仍然成立，而 fg gf− 的迹一定为零，故 0 0mλ = ，即

0λ =0.                                       ………………………….. （12 分) 

任取 Wη ∈ ，由于 ( )f η θ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg gf f g fη η η θ η θ= + = + = ，所以，

( )g Wη ∈ .因此，W 在 g 下是不变的.从而，在W 中存在 g 的特征向量，这也是 ,f g 的

公共特征向量.                            ………………………………. （15 分) 

四、（10 分）设{ }( )nf x 是定义在[ ],a b 上的无穷次可微的函数序

列且逐点收敛，并在[ ],a b 上满足 '( )nf x M≤ .（1）证明{ }( )nf x

在[ ],a b 上一致收敛；（2）设 ( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
= ，问 ( )f x 是否一定在[ ],a b 上处处可导,为什

么？ 

证明：（1） 0ε∀ > ，将区间[ ],a b K 等分，分点为
( ) , 0,1,2, ,j

j b ax a j K
K
−

= + = ，使

得
b a

K
ε−

<  . 由于{ }( )nf x 在有限个点{ } , 0,1,2, ,jx j K= 上收敛，因此 N∃ ， m n N∀ > > ，

使得 ( ) ( )m j n jf x f x ε− <  对每个 0,1,2, ,j K= 成立.    ………………………….. （3 分) 

于是 [ , ]x a b∀ ∈ ，设 1[ , ]j jx x x +∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m m j m j n j n j nf x f x f x f x f x f x f x f x− ≤ − + − + − ， 

得  分  

评阅人  
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'( )( ) ( ) ( ) '( )( )m j m j n j n jf x x f x f x f x xξ η= − + − + − ( )2 1M ε< + .  …（5 分) 

（2）不一定.                           ……………………………（6 分) 

令 2 1( )nf x x
n

= + ，则 ( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
= 在[ ],a b 上不能保证处处可导.（10 分) 

 

五、（10 分）设

3

2
0

sin
sinn

nta t dt
t

π

= ∫ ， 证明
1

1
n na

∞

=
∑ 发

散. 

解：   
3 3 3

2 2
1 20 0

sin sin sin
sin sin sin

n

n

nt nt ntt dt t dt t dt I I
t t t

π π π

π= + = +∫ ∫ ∫   ……. （3 分) 

3 2
3

1 0 0

sin
sin 2

n nnt nI t dt n tdt
t

π π π
= < =∫ ∫ ，  ………………………（5 分) 

3 3 3
2 2 2

2
sin 1
sin 2 8n n n

ntI t dt t dt d
t t t

π π π

π π π
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= < ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫    ………..（7 分) 

3 22
8 8

n nπ π
π π

⎛ ⎞= − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                     …………..（8 分) 

因此 2

1 1

na nπ
> ，由此得到

1

1
n na

∞

=
∑ 发散.         ……………………（10 分) 

 

六、（15 分） ( , )f x y 是{ }2 2( , ) | 1x y x y+ ≤ 上二次

连续可微函数，满足
2 2

2 2
2 2

f f x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，计算

积分 

2 2 2 2 2 21x y

x f y fI dxdy
x yx y x y+ ≤

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂+ +⎝ ⎠

∫∫ . 

解：  采用极坐标 cos , sinx r y rθ θ= = ，则 

1 2

0 0
cos sinf fI dr rd

x y
π

θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂

= ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫ 2 2 2

1

0 x y r

f fdr dy dx
x y+ =

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ …..（6 分) 

2 2 2

1

2 20 x y r

f fdr dxdy
x y+ ≤

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫∫ ( )2 2 2

1 2 2

0 x y r
dr x y dxdy

+ ≤
= ∫ ∫∫   ……. （10 分) 

得  分  

评阅人  

得  分  

评阅人  
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1 25 2 2

0 0 0
cos sin

168
r

dr d d
π πρ ρ θ θ θ= =∫ ∫ ∫ .      ……………….（15分) 

 
 

七、（15 分））假设函数 ( )f x 在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内二阶可导，

过点 (0, (0))A f ，与点 (1, (1))B f 的直线与曲线 ( )y f x= 相交于点 

( , ( ))C c f c ，其中 0 1c< < . 证明：在 (0, 1)内至少存在一点 ξ ，使 ( ) 0f ξ′′ = . 

证明：因为 ( )f x 在 [0, ]c 上满足 Lagrange中值定理的条件，故存在 1 (0, )cξ ∈ ，    

使 1
( ) (0)( )

0
f c ff

c
ξ −′ =

−
.   …………………………………………………………………. （4 分) 

由于 C 在弦 AB上，故有 

         ( ) (0) (1) (0)
0 1 0

f c f f f
c

− −
=

− −
= (1) (0)f f− .  ……………….………….……….. （7 分) 

从而 1( ) (1) (0)f f fξ′ = − .    ……………………………………………...………..……….. （8分) 

同理可证，存在 2 ( , 1)cξ ∈ ，使 2( ) (1) (0)f f fξ′ = − .  ………………….……..（11 分) 

由 1 2( ) ( )f fξ ξ′ ′= ，知  在 1 2[ , ]ξ ξ 上  ( )f x′ 满足  Rolle 定理的条件，所以存在 

1 2( , ) (0, 1)ξ ξ ξ∈ ⊂ ，使 ( ) 0f ξ′′ = .   …………………………………….………….…….（15 分) 

 
 
 

得  分  

评阅人  


